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CONTEXTUALIZACAO

Devido as rapidas transformag¢des mercadoldgicas que ocorrem atualmente buscam-se ferramentas que possam
subsidiar as decis6es mais complexas desse mundo real. Nessa conjuntura, as técnicas de programagdo matematica,
especificamente a de Programacado Linear se destaca, pois permite o desenvolvimento de modelos matematicos que
podem ser implementados em computadores pessoais, pelo uso de planilha eletrénica, e por serem basicos para a
compreensao de outros modelos da Programagdo Matematica.

OBJETIVO GERAL

Utilizar as técnicas de programagdo matematica para modelagem e suas solugGes, além da andlise dos resultados de
forma tedrica e aplicada a problemas das engenharias.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

a) Identificar as caracteristicas de problemas de otimizagdo;

b) Representar e modelar sistemas com restrigdes.

c) Indicar o uso da abordagem dual em sistemas genéricos;

d) Reconhecer as principais caracteristicas de programacdo linear;

e) Exemplificar problemas e solugdo envolvendo programagao linear;
f) Analisar a sensibilidade e inferir em modelos de programacdo linear;
g) Modelar e resolver outros problemas de programagdo matematica.

CONTEUDOS

UNIDADE 1 - A PESQUISA OPERACIONAL

1.1 Histdrico, objetivos e metodologia.

1.2 O processo de modelagem.

1.3 Principais areas de aplicagdo.

UNIDADE 2 - PROGRAMACAO LINEAR

2.1 Conceitos.

2.2 O problema de programacao linear (PPL) na forma padrao.

2.3 Solugdo grafica.

2.4 Tipologia de problemas (limitado, ilimitado, vidvel, inviavel, solugdo Unica e multiplas solugdes).
UNIDADE 3 - O METODO SIMPLEX

3.1 O algoritmo.

3.2 Solugdo Basica Viavel.

3.3 Melhoria de uma solugdo basica viavel- condigdes de otimalidade.

3.4 Viabilidade da nova solu¢dao- mudanga de base.

3.5 Regras de término do algoritmo.

3.6 Obtencdo de solugdo inicial- método das duas fases, método do “big M.
3.7 Solugdo Unica, multiplas, nenhuma, problema ilimitado.

3.8 Degenerescéncia & convergéncia.

3.9 Informagao sobre os principais softwares de programag¢do matematica
UNIDADE 4 - TEORIA DA DUALIDADE.

4.1 A nogdo de limite e a construgdo do problema dual.

4.2 Problemas do primal e dual - forma padrdo e variantes.

4.3 Relagdo primal - dual: Teoremas da dualidade fraca, forte e das folgas complementares.
4.4 Método dual do simplex - a légica do método; a definicdo de solugdo basica dual viavel; iteracdo - mantendo a
viabilidade dual; condi¢des de término do algoritmo.

UNIDADE 5 - ANALISE DE SENSIBILIDADE EM PROGRAMACAO LINEAR

5.1 Alteragao nos coeficientes da fungdo.

5.2 Alteragdo nos coeficientes do termo independente.

5.3 Acréscimo de uma nova restricdo ao PPL.

5.4 Alteragdo na matriz dos coeficientes do PPL.

5.5 Introducdo de uma nova variavel no PPL.

5.6 Analise pds-otimizagdo

UNIDADE 6 - O PROBLEMA DE TRANSPORTE COMO UM PPL ESPECIAL

6.1 Introdugdo.

6.2 O Problema de transportes.
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6.3 Informagdes sobre o problema de transportes a partir do seu dual.

6.4 Um algoritmo para o problema de transportes.
UNIDADE 7 — PROGRAMAGCAO MATEMATICA

7.1 Caracteristicas.

7.2 Modelos de Otimizagdo de Programacao Linear Inteira
7.3 Branch and Bound

7.4 Programagao Dinamica

7.5 Andlise por Envoltéria de Dados - DEA
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ALGEBRA LINEAR:

1 - EQUACOES LINEARES

Uma equacao linear segue a seguinte forma: a;; Xy + a2 Xo + @13 Xs + ... + @in Xn = by
Considerando-se que:

v’ X1, X2, ..., Xn S80 as incognitas;

v' au, a1, ...,a1n S840 0s coeficientes (nUmeros reais ou complexos);
v by é 0 termo independente (numero real ou complexo).

Exemplo de equagéo linear Exemplos de equacdes ndo-lineares
3X1 + 4x, + 10x3 = 20 12x+4y+\/_=-4
3x-2y+62=7 23x2 + 4y* =19
2x+4z=3t-y+4 6x+3y-3zw =0

Antes de se tratar os sistemas de equacdes lineares é importante ver-se como uma reta pode ser
observada em um plano cartesiano. A figura a seguir expde resumidamente um plano cartesiano.

+ o0 e R

Eixo das ‘}f (/P:':H,y} /‘, ___________ » Par ordenado P
Ordenadas ¥--..¥] -

201 1°

ran
0 < Quadrante I‘_Quad a te -
30 ﬂ 40 ¥ X
Quadrante | *Quadrante
-._‘ Eixo das
MY Abscissas

. Origem: par ordenado (0,0)

Veja uma reta expressa pela sua equacédo reduzida y = k x + w, sendo k o seu coeficiente angular e
w o coeficiente linear. Tomando-se dois pares ordenados, P1=(x1,y1) € P2=(x2,y2), sendo que X1#X2,
que estdo sobre a reta, pode-se calcular o seu coeficiente angular por k = Ay + Ax, ou seja,

1 K = (y2-y1) + (xo-X1)

iP2=(x2,y2)

Linear s - . P1=(X1,y1) :

»
>

©00) | x X2 X

v

1 Baseado em Haetinger, Claus e Dullius, Madalena, Algebra Linear e Geometria Analitica, UNIVATES - Centro Universitario - Centro 111, Lajeado
— Rio Grande do Sul, 2006. Complementos capturados de http://www.expoente.com.br/professores/kalinke/estudo/sistemas_lineares.htm,
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/matrizes/sistemas.htm,
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/matrizes/determinantes.htm e http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/fundam/eqlg/eqlg.htm
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2—- SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Um sistema de equac@es lineares com m equagdes e n incégnitas € um conjunto de equacBes do
tipo:

ap1ry  +  agarz + + apT, = b

ary + aspra  + + amrn = b
+ : + + : =

Am1T1 + amala + + Amptn = by

comay; € {R.CH1<i<m,1<j<n.

Uma solucdo do sistema anterior € uma n-upla de ndmeros (Xi; X2;...;Xn) que satisfaz
simultaneamente as m equacdes.

Pode-se reescrever este sistema A . X = b por um conjunto de matrizes conforme a seguir:

il a1z e dlp T ]
gy Qga - a2 Tg b
ml @m2 - Omn I'n bin

Matriz A, dos coeficientes das incognitas:

ailr @z - Qi
31 a3 - Qg
_"4.=
bl w2 - Omn
Matriz X (vetor), das incognitas:
M|
2
X = )
Th

Matriz B (vetor), dos termos independentes:

Exemplos:
SPD: Duas retas com ponto de intersecdo (x,y).
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X+2y=-1
2X—-y =8
Solucdo: (3, -2). Confirmar de forma gréfica

SPI: Duas retas paralelas e sobrepostas.

4x + 2y = 100
8x + 4y =200

Solucdo: Existem infinitos pontos que satisfazem a ambas (pertencem as duas retas). Confirmar de

forma gréfica

Sl: Duas retas paralelas.

X+3y=4
X+3y=5

3 - SISTEMA DE INEQUACOES LINEARES

Uma inequacdo é uma condicdo onde os dois membros sdo comparados por um sinal de

desigualdade. Esses sinais séo:

< menor |
> maior |
< | menor ou igual |
> | maior ou igual |

Salientam-se 0s seguintes principios de equivaléncia:
v Multiplicando-se os membros de uma inequagao por um nimero positivo, obtém-se uma

inequacdo equivalente.

v Multiplicando-se os membros de uma inequacao por um nimero negativo, obtém-se uma
inequacdo equivalente desde que se Ihe mude o sentido.

v" Somando-se ou subtraindo-se um
inequacdo equivalente.

ndmero em ambos 0s membros, obtém-se uma

Exemplos:

A) Resolva a inequacao a seguir:
Passo1/2x+2<14
Pass0 2| 2x <14 -2
Passo 3| 2x<12
Passo4| x<6

O conjunto solucéo é formado por todos 0s nimeros inteiros positivos menores do que 6, ou seja,

s={1,2 3, 4,5}

B) Para determinar todos os numeros inteiros positivos considerando-se as duas desigualdades

segundo a expressao: 12 < 2x + 2 < 20, faz-se:
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Passol| 12< 2x+2 <20 |Equacdo original

Passo 2|12 -2 < 2x +2-2 < 20 - 2| Subtraimos 2 de todos os membros
Passo 3| 10 < 2X < 18 | Dividimos por 2 todos os membros
Passo 4 5< X <9 Solucdo

O conjunto solucéo é S = {6, 7, 8}
No caso onde existam duas variaveis pode-se resolver a equacéo pelo artificio grafico.
Exemplos:

A) 2x +3y > 0.

Inicialmente faz-se 2x + 3y = 0 para tracar-se a reta (em vermelho). Para se obter a area (em
amarelo) que representa a inequacdo verifica-se, por exemplo, se um ponto qualquer, neste caso
(1,1), pertence a area.

F
2.1+3.1>0..5>0 Y
E verdadeiro, entfo o ponto 1,1 - - -5
esta contido na area da inequacéao. :

B) Para um sistema de inequacdes dado por:

2X+3y>6
Sx+2y <20
Chega-se a seguinte solucao gréfica:

Sistema

Sx+2y <20
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UNIDADE 1 - A PESQUISA OPERACIONAL

"Existem duas maneiras de aumentar a eficiéncia de uma loja, empresa,
ou industria. Uma delas requer a melhoria tecnoldgica, isto &,
atualizacdo dos equipamentos, mudanca no processo tecnoldgico,
descoberta de novos e melhores tipos de matéria prima. A outra
maneira, até hoje muito menos utilizada, envolve melhorias na
organizacdo do planejamento e da producdo. Isto €, melhorias no
processo de distribuicdo do trabalho entre as méquinas da empresa,
distribui¢do de matéria prima, combustivel, entre outros fatores.”
(Kantarovich, 1939 in Dantzig, 1963) apud Andrade et al. (2005)

1 — Sinopse Historica

Durante a Segunda Guerra Mundial, um grupo de cientistas foi convocado na Inglaterra para
estudar problemas de estratégia e de tatica associados com a defesa do pais. O objetivo era decidir
sobre a utilizacdo mais eficaz de recursos militares limitados. A convocacgdo deste grupo marcou a
primeira atividade formal da Pesquisa Operacional (PO) Montevechi (2000) Lisboa (2002).

Ainda segundo Lisboa (2002), apesar de ser creditada a Inglaterra a origem da PO, sua propagacao
deve-se principalmente & equipe de cientistas liderada por George B. Dantzig, dos Estados Unidos,
convocada durante a Segunda Guerra Mundial. O resultado deste esforco de pesquisa, concluido em
1947, foi a obtencdo do Método Simplex. De acordo com Bouyssou (2002), em 1950 foi lancada a
primeira edicdo de estudos de PO no mundo, publicacdo trimestral denominada Jornal da Sociedade
de Pesquisa Operacional.

O primeiro contato entre universidade e empresa para aplicacdo da PO foi o da PUC-RJ com as
empresas SOCIL e Anhanguera, para o desenvolvimento de programas de minimizacdo de custo de
racGes para animais, através de Programacdo Linear. Mas, 0s principais setores a empregar essa
técnica foram os de siderurgia (CSN, Cia. Vale do Rio Doce), eletricidade (Cia Nacional de Energia
Elétrica), transportes (FRONAPE), petroleo (PETROBRAS, ESSO) e telecomunicagdes, além de
grandes projetos e obras estatais. Em func¢do disso, foi criada, em 1968, a Sociedade Brasileira de
Pesquisa Operacional (SOBRAPO) Agosti (2003).

2 — A Pesquisa Operacional

Ha& varias definicdes de PO. Andrade (2000) destaca que é uma metodologia administrativa que
agrega, em sua teoria, a economia, matematica, estatistica e informatica. Pode ter aplicabilidade na
area gerencial, na obtencdo de uma solucdo 6tima por uma visdo sistémica, por intermédio de
métodos estatisticos e matematicos e na construcao de modelos e algoritmos computacionais.

De acordo com Montevechi (2000), PO é a preparacdo cientifica das decises, visando a
modificacdo do binbmio "Experiéncia - Intuicdo” pela "Informacgéo - Racionalidade™. Destacando-
se o termo “decisdo”, Agosti (2003) considera-0 como um curso de ac¢do, escolhido como o meio
mais efetivo para obtencéo dos objetivos procurados, ou seja, para resolver o problema detectado.

A PO aplica outras disciplinas cientificas na concep¢do, no planejamento ou na operacdo de
modelos para atingir os seus objetivos. Ela insere objetividade e racionalidade aos processos de
tomada de decisdo, sem desconsiderar as questdes subjetivas que caracterizam os problemas reais.
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Utiliza técnicas relacionadas aos campos da programacdo matematica, da teoria dos grafos e dos
conceitos, modelos e técnicas probabilisticas.

As principais areas da PO sdo:
e Programacdo Matematica (Programacdo: Planejamento de Atividades — Matematica:
representacdo por modelo matematico):
o Linear;
o Nao-linear;
o Inteira.
e Modelos de Redes:
o Transportes;
o Designacéo;
o Redes.
e Sistemas Inteligentes (Inteligéncia Artificial):
o Redes Neurais;
o Logica Fuzzy;
o Sistemas Especialistas.
e Teoriadas Filas;
e Modelos de Simulacao;
e Programagéo Dindmica.

Em um estudo de PO ocorrem, normalmente, as seguintes fases (Montevechi, 2000):

1. Formulagdo (ou defini¢cdo) do problema: consiste em estudar o sistema e estabelecer, de uma
maneira, bem definida o problema a ser considerado. Para isto, varios elementos devem ser
determinados: o0s objetivos a atingir, as restricbes que devem ser consideradas, 0 inter-
relacionamento entre o setor a ser estudado e outros, as possiveis linhas de acdo alternativas etc.;

2. Construcdo do modelo matematico: um modelo deve especificar as expressdes quantitativas para
0 objetivo e as restricGes do problema em termos de suas variaveis de decisdo. Existem varios tipos
basicos de modelo que serdo vistos mais adiante. Antes da constru¢do de um modelo matematico
deve-se responder a 4 perguntas:

1) Qual é a medida de efetividade do objetivo? Isto &, como sera expressa a solucdo do

problema (em reais economizados, unidades vendidas, itens produzidos etc.)

2) Quiais sdo os fatores sob controle (variaveis controladas ou de deciséo)?
Variaveis controladas: sdo variaveis que estdo sob o controle da administracdo. Por
exemplo, numa programacdo de producdo, a variavel de decisdo é a quantidade a ser
produzida num periodo.

3) Quais séo os fatores ndo controlados (as variaveis ndo controladas)?
Variaveis ndo controladas: sdo variaveis que tém seus valores atribuidos por sistema
fora do controle da administracdo. Por exemplo, o custo de producéo, a demanda de
produtos e o preco de mercado.

4) Quais sdo as relacOes entre estes fatores e os objetivos? Isto é, esta relacdo pode ser

expressa em forma de relagdes matemaéticas que constituirdo um modelo do problema?

3. Obtencdo de uma solucéo a partir do modelo: para modelos matematicos € dito que a Solugéo é
Otima. Para modelos de simulacdo ou heuristicos obtém-se solu¢@es aproximadas do sistema.
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4. Teste do modelo e avaliacdo da solugdo obtida: o critério indicado para julgar a validade de um
modelo deve predizer, ou nao, os efeitos relativos as alternativas, com suficiente precisdo, de
maneira a permitir uma satisfatdria decis&o.

5. Estabelecimento de controle sobre a solucdo: sempre que uma solucdo e a estratégia para uma
acdo futura sdo aplicadas repetidamente, esta solucdo deve ser mantida sob controle. Isto € feito
identificando-se os pardmetros criticos, determinando-se estatisticamente as variagoes relevantes
nesses parametros e finalmente ajustando a solucéo, e consequente, a linha de acdo, sempre que
uma variacao € observada.

6. Implantacdo da solucdo: deve-se assegurar que a solucdo € corretamente transformada em um
procedimento operacional, como também, necessita-se corrigir qualquer imperfei¢cdo descoberta na
solucéo.

Goldbarg et al.(2000) destacam que o processo de modelagem depende do espirito critico do
analista, mas resumem que essa modelagem serve para determinar a alocacao de recursos limitados
(ou restritos) e que podem ser disputados por atividades (ou eventos) alternativas. Eles sugerem
ainda que, mesmo que a qualidade da analise dependa da visdo do analista, propde-se, como forma
de auxilio a seguinte sequéncia para a modelagem de problemas de programacéo matematica:

a) Traducéo das condicGes do problema:
a.1) definicdo das variaveis controlaveis (de decisdo ou controle) e ndo-controlaveis
(externa ou de estado);
a.2) elaboracdo da funcdo-objetivo e do critério de otimizacao;
a.3) Formalizacéo das restricdes do modelo.

b) Construcdo do modelo:
b.1) elaboracdo da estrutura de entrada e saida de informacoes;
b.2) determinacdo das formulas de inter-relacéo;
b.3) entendimento dos horizontes de tempo.

c) Analise:
c.1) anélise da sensibilidade da solu¢&o;
c.2) levantamento da precisdo dos dados;
c.3) avaliagéo da estabilidade computacional;
c.4) levantamento de outras especificacGes para 0 modelo.

d) Implementacdo dos resultados.
3 — Problemas de Deciséo

Hoje em dia os gestores deparam-se, a todo o momento, com problemas gque, na grande maioria das
vezes, necessitam ser resolvidos o mais rapido possivel. Neste ambiente competitivo, esses
problemas reais devem ser analisados baseando-se em metodologias que permitam vislumbrar as
vantagens, desvantagens, ou seja, as suas caracteristicas essenciais, de forma que o tomador da
deciséo possa comparar as alternativas e decidir pela opgédo que julgar mais adequada.

Gomes et al. (2002) salienta que a palavra “decisdo” é formada por “de”, que em latim significa
parar, extrair, interromper, que se antepde a palavra “caedere”, que representa o verbo “cortar”.
Considerando o conjunto, “decisdo” refere-se a “parar de cortar” ou “deixar fluir”.
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O mesmo autor destaca que “decidir” pode ser definido como o processo de colher informagoes,
atribuir importancia a elas, posteriormente buscar possiveis alternativas de solugéo e, depois, fazer a
escolha entra as opcdes disponiveis.

Existem pelo menos dois atores envolvidos no processo decisério: o analista e 0o tomador da
decisdo. O primeiro € o responsavel pela anélise do problema, estruturando-o e identificando todas
as interfaces com o sistema problematico. O segundo é o responsavel pelo processo decisorio,
assumindo as responsabilidades pela alternativa escolhida.

Cabe, neste momento, definirem algumas questdes concernentes a sistemas. Segundo Honighaum
(1993) um sistema é um conjunto de componentes interligados, com vistas a realizar um fim
comum.

J& a definicdo do Prof. Chinol apud Honigbaum (1993) ressalta a importancia da andlise das
influéncias entre os componentes de um sistema: “um sistema ¢ um conjunto de elementos dotados
de uma organizacao e sujeitos, por essa razdo, a interagdes mutuas.

Pereira (2004) unifica em uma definigdo de sistema os conceitos importantes de outros autores e
inclui a necessidade da analise conjunta dos controles dos componentes: “sistema ¢ um conjunto
determinado de elementos ou componentes discretos, interconectados ou em interacdo dindmica,
organizados e agenciados em funcdo de um objetivo, fazendo o referido conjunto, objeto de um
controle.”

Um sistema pode ser entendido também como um conjunto de elementos interdependentes e
interagentes inseridos em um ambiente; um grupo de unidades combinadas que formam um todo
organizado e cujo resultado ¢ maior do que o resultado que as unidades poderiam ter se
funcionassem independentemente.

Pontes (1991) destaca que pode haver defini¢bes de sistema de acordo com a area de analise. Ele
cita Pereira (1988) que define sistema no campo da engenharia como um sistema técnico: “alguma
coisa capaz de p6r em execuc¢do um processo operacional, onde alguma coisa é operada para
produzir alguma coisa®.

Considera-se ambiente ou meio ambiente tudo que ndo esta incorporado a estrutura intrinseca do
sistema.

A figura 1 a seguir expde resumidamente, como é constituido um sistema, 0s seus componentes e
como esta inserido no meio ambiente.

Ligacdo entre componentes ou interface

. Limite do Sistema
de constranaimento

eio Ambiente

Componente <

Figura 1 - Representacdo simbolica de um sistema. Fonte: Sucena et al. (2005).
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Agosti (2003) salienta que os elementos de um problema de decisdo séo:

a) As alternativas: S&o as possiveis solucdes do problema.

b) Os estados da natureza: S&o as ocorréncias futuras que podem influir sobre as alternativas,
fazendo com que elas possam apresentar mais de um resultado.

c) Os resultados: Sdo as consequéncias das alternativas. Uma alternativa pode ter mais de um
resultado. E preciso selecionar os resultados relevantes para o problema em quest3o.

As alternativas disponiveis para o tomador de decisdo sdo resultado da avaliacdo de fatos que
compBem um problema, que por intermédio de métodos de organizacdo, transformam-se em
informacdes. Esses passos, quando executados em sequéncia logica, redundardo em conhecimento,
que quando acumulados em uma base de dados, servirdo para subsidiar outras decisfes no futuro. A
figura 2 apresenta cada etapa dessa sequéncia até a obtencdo do potencial competitivo empresarial.

DADOS I—P INFORMACOES

Y

ALTERNATIVAS

POTENCIAL
COMPETITIVO

CONHECIMENTO DECISAO

Figura 2 — Passos para a obtencdo do potencial competitivo em uma organizagéo

Lachtermacher (2004) relata que no processo de tomada de decisdo deve-se considerar, em
conjunto, a intui¢do do decisor e as informacdes que determinardo as alternativas disponiveis para a
solugéo do problema. Estas informacGes sdo resultado do tratamento de dados que representam um
“mini mundo® ou “mundo simbolico”.

A andlise do “mini-mundo” auxilia a constru¢gdo de um modelo que representa um problema real
existente, como meio de analisd-lo e compreendé-lo, objetivando apresentar o desempenho que se
deseja. Um problema real é um conjunto complexo de variaveis que dita 0 comportamento deste e
que pode ser modelado, para efeito de analise, por uma estrutura simplificada Andrade (2000).
Ainda de acordo com o autor, essas variaveis podem ser categorizadas da seguinte forma:
e De decisdo: definidas pelo analista como fornecedoras das informacgdes que assistem a
decisdo;
e Controlavel ou enddgena: é o resultado do processamento do modelo;
e Nao-controlaveis ou exdgenas: sdo valores externos ao modelo que representam as hipdteses
assumidas ou as condic¢des que devam ser respeitadas pelo modelo.

O processo de solucdo de um problema passa pela construcdo do modelo que o represente.
Lachtermacher (2004) exple este processo com cinco etapas: identificagio do problema,
formulacdo do modelo, andlise dos cenérios, interpretacdo dos resultados e implementacdo e
monitoracdo. Cada uma das etapas se liga a subsequente. A posterior retroalimenta a anterior para
reavaliacdo da fase executada. A experiéncia do analista se encaixa aos dados enviados na
retroalimentacdo, promovendo a melhoria do modelo. Este diagrama pode ser bem entendido
observando-se a figura 3.
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Identificacdo |+ Formulagdo |- Analisedos |» Interpret.dos |® Implement. e
do Problema [¢| do Modelo [*¢ Cendrios [¢| Resultados [*| Monitoragdo

s
-
-

- =

Experiéncia
do Analista

< - Avaliacdo da etapa
Figura 3 — Etapas para a solucéo de problemas. Fonte: Adaptado de Lachtermacher (2004).

De acordo com Andrade (2000), a fase “identificagdo do problema” passa por trés aspectos
principais:

e Descricdo dos objetivos do estudo que auxiliara a solucao do problema;

e Caracterizacdo das alternativas disponiveis que balizardo a decisao;

e ldentificacdo das limitacdes, restri¢oes e exigéncias que influenciam o problema.

Na fase “formulagdo do modelo” é o momento da escolha da técnica mais apropriada para descrever
matematicamente o problema. Também nessa fase o analista procura entender como é o problema
real para poder “traduzir” a realidade. A confiabilidade do modelo depende da qualidade da
descricdo do problema, obtida na primeira etapa, e da percepcdo do analista quanto aos quesitos e
atores envolvidos.

As fases “andlise dos cenarios” e “interpretacdao dos resultados” servem para validar o modelo, ou
seja, verifica-se se o comportamento do modelo representa o problema real, considerando a
inexatiddo do processo. Geralmente faz-se isso se utilizando dados reais para verificar-se se ha
veracidade na reproducdo do comportamento do problema.

A “implementagdo ¢ monitoragdo” do modelo ¢ o momento da sua utilizacdo operacional, isto é, na
pratica do dia-a-dia. Necessita-se entdo que o analista possa acompanhar a implementacdo e as
saidas obtidas apOs 0 processamento, para que sejam ajustadas as variaveis que estejam degradando
0s resultados.

Um estudo de PO serve para representar uma situacdo fisica por intermédio de um modelo. Um
modelo de PO pode ser definido como uma representacao idealizada de um sistema organizacional.
Este sistema pode ja ser existente ou pode ainda ser uma ideia a espera de execucdo. Montevechi
(2000)

De acordo com Ackoff (1974) e Goldbarg et al. (2000), existem trés tipos de modelos que séo
utilizados na PO:

e Iconicos: representam-se as propriedades dos objetos reais em escalas diferentes. Exemplos:
modelos expostos nos planetarios do sistema solar (escala reduzida) e modelo de &tomo em
escala ampliada.

e Analdgicos: usam um conjunto de propriedades para representar outro conjunto de
propriedades.

Exemplo: curvas de nivel num mapa anélogo as elevacdes reais e representacdo de um
sistema elétrico por um hidraulico.
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Simbolicos: utilizam letras, numeros ou outros tipos de simbolos para representar as
variaveis e as suas relacGes. Considera-se esse modelo como abstrato. Eles podem ser
representados por relacdes matematicas que refletem a estrutura do sistema real.

Andrade (2000) destaca que dependendo da forma de abordagem do analista e da natureza da
deciséo, os modelos podem ser classificados como:

Conceituais: estruturam as informacdes e as fases do problema de forma sequencial e l6gica;
Heuristicos?: sdo utilizados quando a complexidade do problema ndo possibilita a utilizagéo
de relagcBes matematicas;

Simbdlicos ou Matemaéticos: parte do pressuposto que as varidveis do problema podem ser
quantificaveis.

Lachtermacher (2004) distingue trés tipos basicos de modelos:

Fisicos: sdo modelos que apresentam as caracteristicas fisicas do fenbmeno ou objeto;
Analogos: sdo representacdes, geralmente graficas, que representam um fenémeno, tal como
mapas e escala de medidores;

Matematicos ou simbdlicos: onde as grandezas do fendbmeno, e as suas relagdes, sdo
representadas por variaveis de decisdo, que na maioria das vezes sdo quantitativas.

4 - Modelos de Otimizacédo na Programacdo Matematica

Conceito intuitivo de Otimizar, segundo Lima Jr. et al. (2004):
Fiz o melhor que pude...
v' “melhor” diz respeito a Funcdo-objetivo;
v “que pude” refere-se as Restricdes a otimizacdo.

Os métodos de otimizacdo, neste caso, sao:

a) Programacao Linear

E um caso particular dos modelos de programaco matematica, pois as variaveis séo continuas e
representam o comportamento do modelo (fungéo-objetivo e restricdes) de forma linear.

Os problemas de programacdo linear ndo apresentam as seguintes expressdes: X" (para n # 1),
log a (X) (para qualquer base a) e a* (para qualquer valor de a).

b) Programacéo nao-linear
Se existe algum tipo de ndo-linearidade, tanto na funcdo-objetivo quanto nas restricdes. Existem
as programacdes matematicas Concava, Convexa e Quadratica. E possivel transformar os
problemas de programacédo néo-linear para linear, melhorando a qualidade do resultado devido a
eficiéncia desses algoritmos.

c) Programacéo inteira
Se alguma variavel ndo puder assumir valores continuos, ficando restrita a valores discretos.

2Heuristica: Método de solucdo de problemas indutivo baseado em regras derivadas do senso comum ou da experiéncia de um
modelo tedrico da matematica. Fornece uma base geral para a solucdo de problemas, contrastando com abordagens estritamente
algoritmicas, que nunca variam.
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UNIDADE 2 - PROGRAMACAO LINEAR

E uma técnica da Pesquisa Operacional utilizada para resolver determinada classe de problemas em
que se procura alocar recursos limitados a atividades ou decisdes diversas, de maneira Otima
(solucdo 6tima). Este tipo de problema aparece frequentemente nos setores de planejamento e
operacdes de industrias, empresas de transporte, 0rgdos governamentais etc..

Entende-se por solucdo 6tima aquela, dentre todas as solucdes viaveis, que produz o melhor (menor
ou maior, dependendo do problema) valor da fungéo-objetivo.

Os trés principais grupos de problemas que podem ser resolvidos por Programacéo Linear sao 0s
seguintes:

a) Misturas de ingredientes com composi¢do e pregos conhecidos, para atender a determinadas
especificacbes (de composicdo ou de estoque), a custo minimo ou lucro maximo. Utilizada para
balancear racOGes para animais, refeicGes, abastecimento de comunidades ou tropas, utilizagdo
parcelada de combustiveis, lubrificantes, fertilizantes e corretivos, defensivos agricolas, perfumes e
cosméticos, ligas metalicas, no auxilio para as industrias de alimentos etc.

b) Transporte, distribuicdo ou alocacdo, em que se procura determinar as quantidades a transportar,
segundo as vias alternativas possiveis, a frequéncia ou periodos de transporte e as especificacfes
quanto a operacgdo levando em conta os custos (fretes, riscos capital empatado, prémios e multas,
embalagem, armazenamento, capacidade dos meios etc.). Entre as areas de utilizacdo citam-se:
abastecimento, distribuicdo de produtos, transporte de cargas ou pessoas etc..

c) Programas de Producdo ou limitacdo de recursos nos setores agricolas, industriais ou de servicos,
como o seguinte modelo tipico: uma empresa oferece vérias alternativas de servicos ou pode
fabricar ou produzir varios bens; conhecem-se as quantidades de insumos necessarios para a
producdo de uma unidade do bem ou servico; conhecem-se as restricdes do mercado quanto aos
limites inferiores e superiores de producdo ou demanda do bem ou servico; conhecem-se as
disponibilidades dos insumos por parte da empresa; conhece-se o valor ou lucro unitario dos bens
ou servicos a serem produzidos; deseja-se obter o melhor programa de producdo que pode ser:
maximizar os lucros, maximizar o volume de producdo, maximizar ou minimizar o emprego de
determinado insumo, minimizar o tempo 0cioso de pessoas ou equipamentos etc..

1 — Modelagem na Programacao Linear (PL)

Lisboa (2002) destaca que em um modelo matematico sdo incluidos trés conjuntos principais de
elementos:

e As variaveis de decisdo e parametros: variaveis de decisao sdo as incognitas a serem
determinadas pela solu¢do do modelo. Pardmetros sdo valores fixos no problema;

e Asrestrigdes: consideragdes sobre as limitagdes do sistema, 0 modelo deve incluir
restricbes que limitam as variaveis de decisdo a seus valores possiveis (ou viaveis);

e A funcdo-objetivo: é uma fungdo matematica que define a qualidade da solugdo em funcéo

das variaveis de deciséo.

Andrade (2000) destaca que é mais comum a solucdo de problemas baseando-se na PO utilizarem
modelos matematicos, que podem ser divididos em modelos de simulacéo e de otimizag&o (solucéo
analitica).
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Exemplos de Modelagem

Uma empresa que produz janelas e portas de polietileno, de alta qualidade, utiliza trés se¢des na sua
linha de producéo:

1) Serralharia: produz estruturas de aluminio;

2) Carpintaria: produz estruturas de madeira;

3) Montagem: monta as portas e janelas.

Devido a reducdo dréstica dos seus lucros, o diretor de produ¢do decidiu reorganizar o seu sistema
fabril, propondo produzir, somente, dois produtos que tém melhor aceitacédo entre os clientes.

Sdo eles:

v’ Produto 1: porta de polietileno com estrutura de aluminio.

v Produto 2: janela grande de polietileno com estrutura de madeira.

A éarea de marketing concluiu que a empresa podera vender qualquer dos dois produtos,
considerando a capacidade de producéo disponivel. Como ambos os produtos partilham a secdo de
montagem, o gerente solicitou ao Departamento de Planejamento e Controle da Producgéo a solucéo
deste problema.

O PCP para avaliar o problema, procurou os seguintes dados:

A) Qual é a capacidade de producdo, por minuto, de cada se¢do a ser utilizada na producéo de
ambos os produtos?

B) Qual é a capacidade de producdo, por minuto, de cada secdo a ser utilizada para produzir uma
unidade de cada produto?

C) Quais sdo os lucros unitarios de cada produto?

Os resultados desses questionamentos estédo resumidos na tabela a seguir.

Secio Produto 1 Pr_oduto 2 Ca}paciqlade
(porta) (janela) | disponivel
Serralheria 1 0 4
Carpintaria 0 2 12
Montagem 3 2 18
Lucro unitario (R$) 3,00 5,00

Modelagem:
X1 — Quantidade do produto 1 a se fabricar.
X2 — Quantidade do produto 2 a se fabricar.

Lucro — 'MaXImlzar L=3X1+5X> : Funcéo-obijetivo

- = = =

Serralheria — 55(1_{4_ _______ i
i i Restricd Pr 3
Carpintaria — 12Xz <12 ! estricdes de Producao

Montagem — 13X1+ 2X, < 18

'}1>0,X2>0 1 Restricdes Naturais (Producio nio-negativa)
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EXERBIEEE (A daptado de Nogueira, 2007)

Uma inddstria produz dois tipos de produtos, sendo que cada um consome uma certa quantidade de
horas para ser produzido em trés maquinas. Os tempos estdo expostos na tabela a seguir.

Produto / Tempo na Méaquina (h) A B C
1 2 1 4
2 2 2 2

O tempo méximo semanal de uso das maquinas é:

Maquina Tempo por Semana (h)
A 160
B 120
C 280

O lucro obtido por cada produto é:

Produto Lucro (R$)
1 1,00
2 1,50

Quanto se deve fabricar de cada produto, de modo que seja obedecida a capacidade operativa das
maquinas, com o maior lucro possivel?

Modelagem:
X — Quantidade do produto 1 a se fabricar.

Y — Quantidade do produto 2 a se fabricar.

Funcdo-objetivo (maximo lucro):
MAX R =X+ 15Y
Sujeito a
2X +2Y <160 — Restricdo de Tempo na Magq.A
X +2Y <120 — Restricdo de Tempo na Maq.B
4X +2Y <280 — Restricao de Tempo na Maq.C
X, Y >0 — Restrigdes Naturais (Produgdo ndo-negativa)

BB (Adaptado de Nogueira, 2007)

Suponha que para construir uma casa popular por més, uma construtora necessite de 2 pedreiros e 4
serventes. Para construir um apartamento no mesmo intervalo de tempo, a mesma construtora
necessita de 3 pedreiros e 8 serventes. A construtora possui um efetivo total de 30 pedreiros e 70
serventes contratados. A construtora obtém um lucro de R$ 3.000,00 na venda de cada casa popular
e de R$ 5.000,00 na venda de cada apartamento e toda "producéo” da construtora é vendida. Qual é
a quantidade 6tima de casas populares e apartamentos que a construtora deve construir para que esta
obtenha lucro maximo.
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Qtd. de Funcionarios / Tipo de Edificacdo | Casa | Apart.
Pedreiro 2 3
Servente 4 8
Lucro de cada edificagéo:
Casa Apart.
| Lucro (R$) 3.000,00 | 5.000,00

Disponibilidade da méo-de-obra:

Disponibilidade
Pedreiro 30
Servente 70

Modelagem:
Q. — quantidade de casas populares construidas;

Q: — quantidade de apartamentos construidos.
MAX M = 3.000Q: + 5.000Q:

Restricoes:
2Q1 + 3Q2 < 30 — Restri¢do de Pedreiros
4Q1 + 8Q2 <70 — Restri¢ao de Serventes
Q1, Q2> 0 — Restrigdes Naturais (Produgdo ndo-negativa)

FAZER Exemplos da apostila UNESA (Eduardo Leopoldino de Andrade): PROBLEMA 1a 3

Entdo, tem-se que a representacdo matematica de um problema de Programacdo Linear (PL) tem a
seguinte forma:

Otimizar a fungdo-objetivo (maximizar ou minimizar): Z = f (x,, X,, -+, X,)

Sujeito a (restricdes do problema) g0 - %) o]
DG, %) b
905 % - %) b,

Sendo:

Xj: variaveis de decisdo para j=1,2,...n;

bj: quantidade disponivel de um determinado recurso para j=1,2,...m;
n: quantidade de variaveis de decisdo do modelo de PL;

m: quantidade de restricdes do modelo de PL,;

(X1, X2,...,Xn): fungéo-objetivo do modelo de PL;

gj(X1, X2,...,Xn): restricdes do modelo de PL para j=1,2,...m.
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Conforme citado anteriormente, o termo "linear" significa que todas as fungdes definidas no modelo
matematico que descreve o problema devem ser lineares, isto €, se TC<.>%.- -.>¢) e cada uma das

g% -3, para i de 1 até m, forem fungdes lineares.

Considerando-se T (X, X,..0, X,) =C X +C, X, +...+C &, g; (xl~, Xy yeenr Xy ) = Qg X + 85X, +.o+ 8, X,
chega-se a seguinte representacdo matematica (FORMA PADRAO), utilizando-se as restri¢des, por
exemplo, como equacoes:

Min ou Max Z =c¢,X, +C,X, +...+C X,
Sujeito as restri¢oes

a X, +a,X,+...+a,X,=0b
a, X, +a,X,+..+a,, X, =h,

a X, +a,X,+..+a,.,X,=b,,

Considerando que X; >0 i=12,..,n

De acordo com Cintra (2007), um problema de programacdo linear, na forma matricial, tem o
seguinte formato:

Min z =cx b
c
e e A L 1 X
S.a. _ c
— A=Ay Aue Ay | b=| | oo 2| xo|®
Ax=Db
Ay By Ay
x>0 bm C, X,

A matriz A contém os coeficientes das restricGes e é denominada matriz de restricGes, o vetor b
contém os coeficientes dos recursos (termos independentes), o vetor ¢ € formado pelos coeficientes
da funcdo-objetivo e x é 0 vetor com as variaveis de controle ou deciséo.

O modelo do exemplo 1 pode ser representado, na forma matricial, como se segue:

Maximizar L =3X1+5 X
s.a.

X1<£4

2X2<12

3X1+2X, <18
X1>0,X2>0

10
3 X
A=|0 2| b=|12|c= X=
5 X,
3 2 18

Exercicio: Escrever os exemplos de modelagem 2 e 3 na forma de matriz.
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Pode-se também escrever um problema de PL na forma Candnica:

Min Z =cX, +C,X, +...+C, X, , Max Z = ¢, X +C,X, +...+C X,
Sujeito as restri¢des Sujeito as restri¢des
a X, +a,X,+...+a,X,=b a X, +a,X,+...+a,X,<b
a, X, +a,X,+...+a,, X, >b, a, X, +a,X,+...+a,,X,<hb,
a X, +a,,X,+..+a,X,=b,, a X, +a,,X,+...+a,X,<b,,
Considerando que X, >0 para i =12..n, Considerando que X; >0 para i =12,..1n,

Nessas expressdes, amn, bm € Cn SA0 NUMeros reais, xi (i=1, 2, ..., n) sdo as variaveis de decisdo do
problema, n é o nimero de varidveis de decisdo, m € o numero de restri¢cdes.

A Programagao Linear procura os valores de xi, quando esses valores existirem, de modo a se
atingir o maximo ou o minimo da funcéo-objetivo.

As restrigdes indicam as limitagdes de uma maneira geral, sejam elas fisicas, de recursos humanos,
monetarias, sdcio-econémicas etc..

As constantes by, ba,..., bm devem ser positivas e representam o nivel maximo que se pode atingir
para cada um dos recursos.

2 - Operacgdes para Adequacdo do Modelo de PL

Apo6s a modelagem de um problema utilizando-se a programacdo linear, pode-se obter uma
estrutura que ndo esteja adequada. Sendo assim, € viavel saber como adequé-la sem perder as
propriedades matematicas do modelo original. As regras para adequagdo séo:

A) Moadificacdo do Critério de Otimizacdo: Min Z = -Max(-Z), ou seja, deve-se maximizar -Z e, ao
final, tomar o valor 6timo com o sinal trocado.

Exemplo: Min Z =c1 X1+ c2 X2+ ... + cnXnparaMax -Z = Max Z’= - 1 X1- €2 X2- ... - CnXn

B) Eliminacdo das Varidveis Livres: para variaveis de decisdo sem restricdo de nado-negatividade
(variaveis irrestritas ou livres), como por exemplo X, pode-se introduzir duas novas variaveis ndo-
negativas X’ >0 e X’ > 0 e realizar a substituicdo de varidveis: X =X’ — X",

Exemplo:

Max W = 3X1 + 4X>
Sujeito a

SX1<15

3X2=>3

X1>0e X2 livre
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X2 ndo aparece na restricdo natural ou de ndo negatividade, e por isso, é considerada uma variavel
livre. Faz-se o seguinte:

Xo =X - X2’

Reescrevendo o modelo de PL tem-se:

Max W = 3X1 +4Xy* - 4X2”’

Sujeito a
9X1<15
3X2’-3X2’ >3
X1, X2’, X2’ >0

Obs.: Se existirem duas ou mais variaveis livres podem-se substitui-las utilizando-se uma Unica
variavel auxiliar.

Exemplo:

Max W = 3X1 + 4X2 + 5X3
Sujeito a

5X1<15

3X2>3

2X3>3

X1>0e X2, X3 livres

Xo=X2’—vae Xz3= X3’ -va

Max W = 3X1 + 4 (X2’ —va) + 5 (X3” — va)
Sujeito a

5X1<15

3(X2’—va)>3

2 (X3"—va)>3

X1, X2°, X3’, va>0 e X2, X3 livres

C) RestricGes em Igualdade: Uma igualdade pode ser convertida em duas inequacdes da seguinte
maneira:

Exemplo: a1 X1+ a2 X2=bparaai X1+ a2 X2<bearXi+a2X2>b

D) Restricdes do Tipo >: podem ser convertidas em restrigdes do tipo < multiplicando-se a
inequacdo por -1.

Exemplo: a1 X1+ a2 X2>b para - a1 X1- a2 X2<-b
E) Eliminando uma Restricdo tipo Inequacao (uso dos sinais >, >, < ou <):

Para < ou <:

a1 X1+ a2 X2 < b insere-se uma variavel auxiliar (neste caso de folga), ficando a1 X1+ a2 X2+ A1 < b,
sendo que F1 > 0.

Para > ou >:

a1 X1 + a2 X2 > b insere-se uma variavel auxiliar (neste caso de excesso), ficando a1 X1 + a2 X2 - Az
<b, sendo que E1 > 0.
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Exemplo:

Min Z =-4X1 + 5X»
Sujeito a
X1+2X2=3
X1—X22>25

X120

A)Max 7’ =-Z = 4X;1 - 5X;
B) Eliminacéo da variavel livre: X = X2* — X2”’
Substituindo no modelo matematico:

Max 7’ =-Z =4X1 - 5X2° + 5X2”°
Sujeito a

X1+ 2X2' -2X2’=3

X1—-X2+ X225

X1, X2°, X2’ >0

C) Transformando a 12 restricdo de igualdade em duas inequacdes.

Max 7’ =-Z =4X1 - 5X2° + 5X2”’
Sujeito a

X1+ 2X2" -2X2’>3

X1+ 2X2" -2X2’< 3

X1—=X2’+ X2’ >5

X1, X2°, X2’ >0

D) Transformando as restri¢es de > para <:

Max 7’ =-Z =4X1 - 5X2° + 5X2”°
Sujeito a

-X1-2X2" +2X27°< 3

X1+ 2X2" -2X2’<3

- X1+ X2 - X2’ <5

X1, X2°, X2’ >0

3 - Solucdo Gréfica

A solucdo gréafica é utilizada para solucdo de problemas de PL simples com duas variaveis de
deciséo.

Inicialmente cabe relembrar como € a representacdo de uma inequagdo. Uma desigualdade pode ser
representada em um plano cartesiano por um semi-plano, conforme figura a seguir que expde a
inequagdo 2x + 3y < 6 (Souza et al., s/d).
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AY

2utiy==6

Exemplo 1 (Adaptado de Souza et al., s/d):
Max Z = 3X1 + 4X>

Sujeito a

2,5X1+X2<20

3X1+3X2<30

X1+2X>2<16

X1>0,X2>0

12 Restri¢do: 2,5 X1 + X2 =20 — para X2=0, X1 =20/2,5=8 — para X1 =0, X2 =20
A

Xz
Reta a
20

R
8

22 Restrigdo: 3 X1+ 3 X2 =30 — para X2=0, X1 =30/3 = 10 — para X1 =0, X> =10

A
Xz

Reta b
10

10 X

32 Restricdo: X1 +2 X2 =16 — para X2=0, X1 =16 —» para X1 =0, X2 =16/2=8

X, A

Reta c
~
8

Xy

16
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Como as restrigOes deste problema de PL sdo dadas em forma de desigualdades, entdo a solucéo
grafica do conjunto de restricdes sera um poligono convexo (ndo necessariamente fechado) que
recebe 0 nome de Regido de Solucdes Viaveis (R.S.V.). A solucdo étima do problema de
programacdo linear sera um dos vértices desse poligono.

Um poligono é convexo se, por intermédio de um segmento de reta formado por dois pontos
quaisquer dento do conjunto convexo (R?), todos os seus infinitos pontos fazem parte deste
conjunto.

Exemplos:

Para este caso de maximizacdo, deve-se encontrar o ponto étimo. Comeca-se tracando a reta que
anula a funcdo-objetivo, ou seja, a reta que passa pela origem (X1 =0, X2 =0e Z = 0) e que
corresponde a Z = 0, representando a situacdo mais desfavoravel; em seguida procura-se o vértice
do poligono pelo qual passa a reta paralela a reta tracada anteriormente, ponto esse que deve ser o
mais afastado possivel (visto que o problema é de maximizacao).

As equacdes de reta que representa Z = 0 e as paralelas que se destinam ao vértice mais afastado do
poligono convexo sdo também conhecidas como “equacdes equipotenciais”.

A solucdo completa pode ser observada na préxima figura.

Xz

\19_
Solugio dtima
8_
N
O 1 B T X
h 16 1
. 8: 10 . .
. IS .
i ~
™~ .
T Z maximo
] B N 7=0
S
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Exemplo 2 da Modelagem (Adaptado de Souza et al., s/d):

Lucro —» Maximizar Z = 3X1 + 5Xz
sujeito a
Serralheria —» X1<4
Carpintaria — 2X2<12
Montagem —  3X1+2X> <18
X120,X2>0

1) Identificar os valores de (X1, X2) que satisfacam todas as restri¢oes (regido de solucdes viaveis).

2) X1>0, X2> 0 (restricdo natural) = asolugdo estd no 1° Quadrante.

3) X1<4 (1% restricdo) = asolucdo esta a esquerda ou sobre a reta X; = 4.

4) 2X2< 12 (22 restricdo) = X2 < 6 = asolugdo esta abaixo ou sobre a reta X, = 6.

5) 3X 1 +2 X ><18 (3?restricdo) = asolucao esta abaixo ou sobre a reta 3X; + 2X, =18.

6) Tracar a reta 3X1 + 5X2 = 0 e caminhar com outras, em paralelo, até atingir o ultimo ponto
(solucdo 6tima) da RSV.

A proxima figura exp@e, de forma grafica, os passos anteriores.

\A‘ X2
3x1 +2x,=18
8 L
X2=6
6
47~k ~o
L TS~ Z =36=3x1 +5x2
\2\_; )
*>+. 20= 3x1+ 5%
e L 1 |\\* :‘\\
~o |l T T <1 T T > \\\
el 2 4~ 6 X1
Tl 7~ 10= 3x1+ 5x2
T~ 0= 3x1+ 5x2

~
~
~
~
~
~

O objetivo da Programacdo Linear ¢ determinar, entre as solugdes vidveis, a que seja “melhor”
considerando o resultado da fungdo-objetivo. Se for um problema de minimizac¢do, “melhor”
representa o menor valor da funcéo-objetivo; se o problema for de maximizagédo, procura-se o0 maior
valor.

Todo problema de Programacéo Linear parte de alguma hipotese que sdo assumidas quando se tenta
resolvé-los. Quais sdo (Lachtermacher, 2004):
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e Proporcionalidade: o valor da funcdo-objetivo € diretamente proporcional ao nivel de
atividade de cada variavel de decis&o;

e Aditividade: considera as atividades, representadas pelas variaveis de decisdo, do modelo
como entidades totalmente independentes, ndo permitindo que haja interdependéncia entre
as mesmas, isto &, ndo permitindo a existéncia de termos cruzados, tanto na funcéo-objetivo
COmo nas restricoes;

e Divisibilidade: assume que todas as unidades de atividade possam ser divididas em qualquer
nivel fracional, isto é, qualquer varidvel de decisdo pode assumir qualquer valor fracionario;

e Certeza: assume que todos os parametros do modelo sdo constantes conhecidas. Em
problemas reais, a certeza quase nunca é satisfeita, provocando a necessidade de anélise de
sensibilidade dos resultados.

Solucdes Possiveis

1) Solucdo 6tima Unica e finita: se a solucdo 6tima € finita e Unica entdo a solucdo estd em um dos
extremos do poligono convexo.

4 X 2 \\\\\‘
e (X, X2) 6timo

Z’

X1

2) N&o ha Solucdo Viavel: quando ndo se consegue definir uma &area que atenda a todas as
restricbes ao mesmo tempo;

[ X2
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3) Solugdo Otima llimitada: quando a funcio-objetivo pode crescer indefinidamente, isto é, ndo ha
nenhuma restri¢cdo que limite o seu crescimento;

4 X2

4) Multiplas Solugdes: quando a fungdo-objetivo recai sobre uma aresta do espaco de solucéo, isto
é, é paralela com uma restricdo limitante.

T X2 T X2

— Infinitos
~~~~~~~~~ ‘ (X1, X2) 6timos

Infinitos
(X1, X2) 6timos
X1

Notar que as vezes uma ou mais restricdes nao participam da determinacdo do conjunto de solugdes
viaveis. Elas sdo classificadas como redundantes, ou seja, quando ha a sua exclusdo do conjunto de
restricdes em um problema de PL, o conjunto das solucGes vidveis nao se altera.

Existem alguns teoremas que sustentam os estudos sobre programacdo linear. Sdo eles:

1 — O conjunto de todas as soluc@es vidveis de um modelo de PL é um conjunto convexo.

2 - Toda solucdo compativel basica do sistema linear de um modelo de PL é um ponto extremo do
conjunto de solugdes viaveis.

3 — Se a funcao-objetivo possui um Gnico ponto 6timo finito, entdo este é extremo do conjunto
convexo de solucdes viaveis.

4 — Se a fungdo-objetivo assume valor 6timo em mais de um ponto do conjunto de solugdes viaveis,
entdo ela assume este valor para pelo menos dois pontos extremos do conjunto convexo e para
qualquer combinagéo convexa desses pontos extremos.
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UNIDADE 3 - METODO SIMPLEX — PROBLEMAS DE MAXIMIZACAO
(baseado em Lisboa, 2002)

1 - Conceitos

O nome “simplex" estd relacionado com o conjunto de restrigdes lineares que representam
geometricamente uma figura chamada simplexo, que é o equivalente aos poliedros no espago e aos
poligonos no plano como citado anteriormente. Esse método pesquisa 0s vértices do poliedro de
restrigoes.

O método Simplex esta fundamentado nos seguintes teoremas:

e O conjunto de todas as solucBes viaveis de um modelo de Programacdo Linear forma um
conjunto convexo.

e Toda solucdo compativel basica do sistema de equacdes lineares de um modelo de Programacéo
Linear é um ponto extremo do conjunto de solugdes viaveis, isto é, do conjunto de convexo de
solucdes.

e Se a funcgdo-objetivo possui um 6timo finito, entdo pelo menos uma solugdo 6tima é um ponto
extremo do conjunto convexo de solucdes viaveis.

e Se a funcdo-objetivo assume o 6timo em mais de um ponto extremo do conjunto de solucdes
viaveis, entdo ela toma o mesmo valor para qualquer ponto do segmento da reta que une esses
pontos extremos.

Resumidamente, o método Simplex é um algoritmo que permite resolver problemas de
Programacdo Linear. A ideia basica do método Simplex consiste em resolver repetidas vezes um
sistema de equacdes lineares para obter uma sucessao de Solugdes Basicas Admissiveis, cada uma
"melhor" do que a anterior, até se chegar a uma Gtima. Esta rotina estd representada na figura a
seguir.

Determinar uma
solucéo inicial
Viavel

Encontrou
solucdo Otima.

E a solucdo
6tima?

¢néo

Verificar uma

solucdo melhor.
1

Solucdo Baésica: considerando-se um conjunto de m equagbes linearmente independentes e n
incognitas, onde n > m, se define como solugdo basica a solu¢do para o0 conjunto de equacgdes em
que (n — m) varidveis sdo feitas iguais a 0 e as restantes sdo obtidas da resolugdo do sistema de
equacdes. (dos Santos, 2003)
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Exemplo (dos Santos, 2003):
X1+ Xo+3X3—xX4+X5=6
X1+ 2Xo + 2X3 — X4 + 2X5 = 2

m=2en=5.

Cada solugao basica tera (5-2) = 3 variaveis iguais a 0 que sdo denominadas varidveis nao-basicas.
Por exemplo, X3,Xs € Xs. As outras, ou seja, diferentes de zero, s&o classificadas como variaveis

basicas.

Quando em uma solucdo bésica, pelo menos uma das varidveis bésicas € igual a 0, entende-se que
essa solucdo e degenerada. Esta variavel € chamada de variavel basica degenerada.

A quantidade de solucdes basicas em um sistema linear € obtida pela seguinte expressao:

ny n!
(mj ~ mi(n—m)!

Exemplo de solucdo por tentativas de avaliacdes das solucdes basicas (dos Santos, 2003):

Max Z = 20x1 + 60x>
s.a.
70x1 + 70x2 <4900

90x1 + 50%2 < 4500 =15 solucgdes basicas

121
2X1 < 80 a2

3X2 <180
X1,X2 >0

As 15 solucdes béasicas possiveis estdo expostas a seguir:

n® | Nao bdsicas Basicas Condicao Z
1 [z, =0ma =0 | F, = 4900 F, = 4500 F; = 80 F; = 180 Praticavel 0
2 laxy=0F=0 xy = TOF; = 1000 F3 = 80 F; = —30 Impraticavel -
3 |z, =0F =10 e = 90 Fy = 80 F; = —90 F} = —1400 Impraticavel -
4 |y =0F;3=10 0 =80 Impossivel -
5 [z, =0F, =0 Fy = 802 = 60 Fy, = 700 Fy = 1500 Praticavel | 3600
6 | w2 =0F, =0)| F3=—60F; = —1800F; = 1802, = 70 | Impraticavel -
T =0F;=10 Fy = —-20F, = 14002, = 50 F; = 180 Impraticavel -
8 |2y =0F;=0 Fy, =2100 F, =900 xy = 40 Fy; = 180 f’raticz’wel 800
9 22 =0F;, =0 0= 180 Impossivel —
10| Fy =0F; =10 ry = 203, =45 F; = 30 F; = 45 Praticavel 3200
11 | Fi=0F;=10 ey = 40xy, = 30 F, = —60O0 Fy; = 90 Impraticavel -
12| F5,=0F;=10 ry = 10@xe, = 60 Fy = 60 Fy = 600 f—'raticzivel 800
13| Fo=0F;=10 ry =40x, = 18 F), = B40 Fy; = 126 Praticavel 1880
14| Fs =0F; =0 | x; = 16.Txy = 60 Fy; = 46.7T F, = —466.6 | Impraticavel -
15| F3 =0F; =0 | &) = 40x; = 60 F; = —2100 F; = —2100 | Impraticavel -
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Como o objetivo € a maximizagdo da funcdo objetivo, verifica-se que a solucdo bésica 12
proporciona o maior valor de Z e €, portanto, a solucdo 6tima.

Este tipo de solucdo, dependendo do tamanho do modelo, torna-se impraticavel. Por isso, a
utilizacdo do algoritmo Simplex facilita a analise pela forma analitica quanto a possibilidade de
implementagdo em programa de computador, automatizando-se 0 processo.

Sendo assim, entende-se que: (dos Santos, 2003)

v" Se um modelo de Programacdo linear possui uma Unica solugdo 6tima, entdo ela é uma
solucdo basica do sistema de equacOes lineares formado pelas restricdbes do modelo
acrescidas das suas respectivas variaveis de folga.

v" No caso de termos mais de uma solucdo 6tima, teremos sempre uma quantidade infinita de
solucdes 6timas, pois serdo 6timos todos 0s pontos que unem 2 vértices (pontos extremos)
adjacentes, ou seja, todos os pontos de um dos lados do espaco solucdo.

Para se trabalhar diretamente com o método Simplex, a representacdo matematica de um problema
de Programacdo Linear deve ser expressa na forma padrdo, ou seja, para um problema de

maximizacdo tem-se:

v Todas as restricdes devem ser equagdes;
v Bj>0sendo j=12,.,m;
v Todas as variaveis de decisdo devem ser ndo-negativas.

O Simplex esta calcado na seguinte propriedade: Se uma solugdo béasica € melhor que as suas
adjacentes, entdo ela é a solugdo 6tima. Por isso, resumidamente, as etapas do método Simplex sdo
0S expostos a seguir:

Etapa 1: Obter uma solucdo basica praticavel inicial. Esta solucdo é obtida fazendo-se as variaveis
de decisdo como varidveis ndo-bésicas, ou seja, iguais a 0. As varidveis basicas serdo as variaveis
de folga associadas as restricdes.

Etapa 2: Dada uma solucdo bésica, testar se ela € melhor que suas adjacentes. Se for, ela sera a
solucdo Otima.

Etapa 3: Se ndo for, ir para a melhor solucdo béasica adjacente e voltar a etapa 2.

2 - SIMPLEX Tabular

Para a utilizacdo do método Simplex tabular (maximizacdo), seguem-se 0s seguintes passos
detalhados (adaptado de Andrade, 2000):

v' Passo 1: Introduzir as variaveis de folga, uma para cada desigualdade, transformando-as em
igualdades, ou seja, em equacOes lineares. Observar que essas inequagcfes sdo do tipo
UTILIZACAO DO RECURSO < DISPONIBILIDADE. A insercio da variavel de folga de
RECURSO muda essa inequacdo para uma equacdo do tipo UTILIZACAO + FOLGA =
DISPONIBILIDADE

v Passo 2: Montar um quadro para os calculos, colocando os coeficientes de todas as variaveis
com 0s respectivos sinais e, na Ultima linha, incluir os coeficientes da fungéo-objetivo
transformada.

v Passo 3: Estabelecer uma solugdo basica inicial, usualmente atribuindo valor zero as variaveis
originais (Variaveis ndo-Baésicas) e achando valores positivos para as variaveis de folga (com Z,
formam o conjunto das variaveis basicas).
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v' Passo 4: Como a proxima variavel a entrar na coluna base, escolher a ndo-basica que oferece,

na Gltima linha (a linha Z), a maior contribui¢do para o aumento da funcdo-objetivo (ou seja,
tem o maior valor negativo). Se todas as variaveis que estdo fora da coluna base tiverem
coeficientes nulos ou positivos nesta linha, a solucéo atual é 6tima. Se alguma dessas variaveis
tiver coeficiente nulo, isto significa que ela pode ser introduzida na solugdo sem aumentar o
valor da funcao-objetivo. 1sso quer dizer que temos uma solugdo étima, com 0 mesmo valor da
funcéo-objetivo.
Passo 5: Para escolher a variavel que deve deixar a coluna base, deve-se realizar o seguinte
procedimento:
a) Dividir os elementos da ultima coluna (termo independente) pelos correspondentes
elementos positivos da coluna da variavel que vai entrar na coluna base. Caso ndo haja
elemento algum positivo nesta coluna, o processo deve parar, ja que a solugdo seria
ilimitada.
b) O menor quociente indica a equacdo cuja respectiva varidvel basica deverad ser
anulada, tornando-se variavel ndo-basica.
Passo 6: Usando operacdes validas com as linhas da matriz, transformar o quadro de célculos
em um novo, de forma a encontrar a nova solugdo basica. A coluna da nova variavel basica
deverd se tornar um vetor identidade, onde o elemento 1 aparece na linha correspondente a
variavel que est4 sendo anulada e 0 nas demais.

Para isso, deve-se aplicar o Método de Gauss-Jordam (pivotamento) como se segue:

a) O elemento pivo deve ser transformado em valor unitario: todos os elementos da atual linha pivé
(linha da variavel que deixou a base) sdo divididos pelo valor do pivé. O resultado dos célculos
forma a primeira linha da nova tabela.

b) As demais linhas devem ser obtidas seguindo-se a expresséo a seguir:

Novo valor = [linha piv6 na tabela nova x (coef. da coluna pivo na tabela antiga x -1)]
+ linha antiga a mudar

v Passo 7: Verificar se a solucdo obtida na iteracdo € a 6tima. Se for, deve-se parar o processo de

andlise, sendo deve-se retornar ao passo 4 para iniciar outra iteracéo.

Exemplo 1 (adaptado de Lisboa, 2002):

Max Z =4x, + X,
Sujeito a
2¢+3¢<1:
2X +X, <8

X, % =0

Passo 1: Introducéo das variaveis de folga.

241>+ =€
>,>, F, L=C

Passo 2: Montagem do quadro Simplex.

Funcgéo-objetivo Transformada:

Z=4X >+ 01 + 0 f para Z—4% —%,—0f, —0f, =0
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Variaveis de folga Termos Independentes
Base X1 X2 O oo b
2 3 [ E 0 12
2 b e TR R T 8
z < -4 -1 0 0 .3 0

Coeficientes das /

Variéveis da Funcgédo-objetivo

Obs.: A Linha que representa a Funcdo Objetivo, que aqui estd representada na ultima linha do
quadro SIMPLEX, dependendo do autor, pode ser representada em outras posicdes, nao
modificando a forma de solucéo.

Passo 3: Solucdo Inicial Bésica.

Encontra-se a Solugdo Inicial Bésica para montagem do 1° quadro Simplex assumindo-se as
variaveis ndo-bésicas (varidveis de decisdo) como zero (X1 = X2 = 0), chegando-se afy =12; =8¢
Z=0.

Variaveis ndo-Basicas: x1 e x2 (=0)
Variaveis Basicas: fi e f2 (# 0)

Variaveis de folga Termos Independentes
Base X1 X2 Ch o \b
S h ‘/ 2 3 i R U /120
N 2 1 0 1 b 4
Z> -4 -1 0 0 0.2

Verifica-se que o resultado de Z ndo é o mais otimizado (Z = 0), e sendo assim, necessita-se
encontrar uma solugdo tima.

Lembrando entdo, para ratificar se essa é a solucdo 6tima, observa-se o quadro, especificamente as
varidveis nao-bésicas (fora da base) na linha Z:

1) Se todos os valores forem positivos ou nulos, a solucgéo é gtima e unica;

2) Se aparecerem valores positivos e alguns nulos, a solu¢do € 6tima, mas ndo Unica, pois as
varidveis com valores nulos indicam que elas podem ser introduzidas na base sem aumentar o
valor da funcdo-objetivo; resumindo, indica que existe outra solu¢do 6tima com o mesmo valor
da funcédo-objetivo;

3) Se aparecer algum valor negativo a solucdo ndo é a 6tima, devendo-se passar para 0 proximo
passo.

Passo 4: Encontrar a variavel ndo-basica a se tornar positiva. Ela entrara na coluna base.

Qual a variavel que, saindo da coluna base, aumentaria mais rapidamente o valor da funcéo-
objetivo?
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Quanto a varidvel ndo-bésica a se tornar positiva (que responda a pergunta anterior), devera ser
naquela solucéo:

1) igual a zero;

2) ter coeficiente menor ou igual a zero na linha Z;

3) possuir na sua coluna pelo menos um coeficiente positivo.

Sendo assim, escolhe-se a variavel ndo-basica que contém o coeficiente mais negativo na linha
Z. Neste caso, Xi.

Passo 5: Encontrar a variavel basica que sera anulada. Saira da coluna base.

Para se definir a variavel basica (f1 ou f2) a ser anulada, deve-se calcular o quociente entre o seu
termo independente e o valor da coluna da variavel que entrou (x1), escolhendo a que tiver
menor valor ndo negativo. Neste caso, escolhe-se fs.

Parafi:12/2=6
Paraf:8/2=4 |

Passo 6: Transformacao do quadro.

A linha de f, deve refletir agora o valor de x:

Passo 4 Coluna Piv6
7 = N

Base (X1 ) 4] X2 f1 fa b
f1 2 3 1 0 12

(f2 J 20 1 0 » 1 )
Z -4\ -1 0 \ | 0 0

\Passo 5 \Pivo \Linha Pivo
No novo quadro cada elemento da linha pivé deve ser dividido pelo pivo.

Base X1 X2 f1 f2 b
f1 2 3 1 0 12
X1 212=1 1/2 0 1/2 8l2=4
Z -4 -1 0 0 0

Para anular o coeficiente da linha piv, transformando-se a coluna pivé em um vetor identidade,
devem-se anular os elementos desta coluna. Faz-se:

Novo valor = [linha piv6 na tabela nova x (coef. da coluna pivo na tabela antiga x -1)]
+ linha antiga a mudar

Ou seja:

Novo valor = [nova linha x1 x (antiga coluna x1 na linha a mudar x -1)] + antiga linha f1
Para a 12 linha (f1), multiplica-se a nova linha (x1) por -2 (verificar que o coeficiente a se anular é 2)
e somando-se a linha antiga (f1), resultando na seguinte tabela:
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Base X1 X2 f1 fa b
fi [1(-2)] +2 [2(D]+3 | [0I+1 | [2(2]+0 | [4(Q]+12
=0 = =1 =-1 =4
X1 1 1/2 0 1/2 4
Z -4 -1 0 0 0

Para a Ultima linha (Z), deve-se proceder da mesma forma, ou seja, multiplicando-se a nova linha
(x1) por 4 (verificar que o coeficiente a se anular € -4) e somando-se a linha antiga (Z), resultando

na seguinte tabela:

Base X1 X2 f1 fa b
f1 0 2 1 -1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
7 [1(A]+(-4) [1/2 (4)] + (-1) O@I+0 | [12(4)]+0 | [4@#H]+0
=0 =1 =0 =2 =16
A tabela resultante desta etapa é:
Base X1 X2 F1 f2 b
f1 0 2 1 -1 4
X1 1 1/2 0 1/2 4
Z 0 1 0 2 16

Passo 7: Verificar se a nova solucéo é 6tima.

Para verificar se essa solucdo é a 6tima, observam-se as variaveis ndo-basicas (x1 e x2) na linha Z:

4) Se todos os valores forem positivos, a solucéo é étima e Unica.

5) Se aparecerem valores positivos e alguns nulos, a solucdo é 6tima mas nao Unica.
6) Se aparecer algum valor negativo a solugdo ndo é a étima, devendo-se passar para 0 proximo

passo.
Base X1 X2 L f b
f, 0. 2 L1k -1 4
X1 i1 1/2 0 1/2 4

z 0 1 0 2 16

Sendo assim, x1=4; f1=4; x,=0;f,=0; e Z = 16.

A proxima figura mostra a implementacéo (direita) e o resultado (esquerda) exposta pelo programa

Lindo (http://www.lindo.com)
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File Edit Solve Reports  ‘Window Help

D2 LR rREEE] Bl KD 2ER] (2

= 1 | 52 WINDDWS | ESTACTD1L TS

2= Reports window

| t Primeiro exemplo do simplex da apostila HAX 4 x1 + x2 I
| LP OPTIMUM FOUND AT STEP 1 SUBJECT TO I
: OBJECTIVE FUNCTION UALUE 2 x1 + 3 x2 <= 12 !
: 2 %1 + %2 <=8 |
| 1) 16 . 868008 x1>=8 I
I x2 >= 8 I
UARIABLE UALUE REDUCED COST
1 %1 4._08080000 6.AB8800 END |
| X2 8.000000 1.000000 I
| |
I ROW  SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES |
I 2) 4.0000800 6.000000
3) 8.000000 2.000000 |
[ n) 4.0000800 6.800008 I
I 5) 8.000000 6.000000 I
| No. ITERATIONS= 1 |
[ I
12 | o 1
T T T T T T RESULTADO T T T T T T 7 T IMPLEMENTAGCAO
Exemplo 2 (adaptado de Lishoa, 2002):
Maximizar Z=11x1+12x2
sujeito a: X1+ 4 x2< 10000
5 x1+ 2 x2< 30000
X1, X220
Passo 1: Introducéo das variaveis de folga.
Maximizar Z=11x1+12x2+0fi+0f
sujeito a: X1+ 4 x2 + f1< 10000
5 x1+ 2 x2 + f2<.30000
X1, X2, f1, f2>0
Passo 2: Montagem do quadro Simplex.
Base X1 X2 f1 f b
f1 1 4 1 0 10000
f2 5 2 0 1 30000
Z -11 -12 0 0 0

Observar se aparece algum valor negativo como coeficiente da linha Z. Se sim, a solugdo ndo ¢ a
6tima, devendo-se passar para 0 proximo passo.

Direitos autorais para Marcelo Sucena Pagina 35 de 73



Engenharias
PESQUISA OPERACIONAL |

Passos 3, 4 e 5: Primeira Iteracdo.

a) Variavel a entrar na base: x, (coluna com maior valor negativo na ultima linha * -12 *).

b) Variavel a sair da base: f, (entre os quocientes 30000/2 e 10000/4, o altimo é o menor).

c) Dividir a linha pivo pelo pivo (4).

d) Fazer: Novo valor = [linha pivé . (coef. coluna pivo . -1)] + coeficiente atual da linha a mudar

Base X1 X2 f1 f b
f1 1 4 1 0 10000
f2 5 2 0 1 30000
Z -11 -12 0 0 0
Base X1 X2 f1 f2 B
X2 1/4 4/4=1 1/4 0/4=0 10000/4=2500
f [1/4(-2)]+5 | [1(-2]+2 |[1/4(-2)]+0 [0(-2]+1 [2500 (-2)] + 30000
z [1/4 (12)]-11 | [1(12)]-12 | [1/4(12)]+0 | [0(12)]+0O [2500 (12)] +0
Nova tabela apds a primeira iteracao:
Base X1 X2 f1 f2 b
X2 1/4 1 1/4 0 2500
f2 9/2 0 -1/2 1 25000
Z -8 0 3 0 30000

Observar se aparece algum valor negativo como coeficiente da linha Z. Se sim, a solucdo ndo ¢ a
6tima, devendo-se passar para 0 préximo passo.

Passos 3, 4 e 5: Segunda Iteracdo.

a) Variével a entrar na base: x, (coluna com maior valor negativo na tltima linha * -8 *).

b) Variavel a sair da base: f, (entre 0s quocientes 2500/(1/4) e 25000/(9/2), o altimo é o menor).
c) Dividir a linha pivo pelo pivo (9/2).

d) Fazer: Novo valor = [linha pivé . (coef. coluna pivod . -1)] + coeficiente atual da linha a mudar

Base X1 X2 fi f b
X2 1/4 1 1/4 0 2500
fo 9/2 0 -1/2 1 25000
Z -8 0 3 0 30000
Base X1 X2 f1 f) b
X2 | [LCUD] | [0.CUA] | [19.(-U8] | [2/9.(-1/4)] [50000/9.(-1/4)]
+1/4=0 +1=1 + 1/4 =5/18 +0=-2/36 + 2500 = 10000/9
x1 | (9/2)/(912) | 0/(9/2) -1/2/(9/2) 1/(9/2) 25000/(9/2)
=1 =0 =-1/9 =2/9 =50000/9
Z | [L.¢+8)] | [0.(+8)] | [-1/9. (+8)] | [2/9.(+8)] [50000/9. (+8)]
-8=0 +0=0 +3=19/9 +0=16/9 + 30000 = 670000/9
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Nova tabela apds a segunda iteracao:

Base | x1 | X2 | fi f b
X2 0| 1| 5/18 | -2/36 10000/9
X1 1 0 -1/9 2/9 50000/9
Z 0| O | 19/9 | 16/9 | 670000/9

Sendo assim, x; = 50000/9 = 5555,56; f1 = 0; X2 = 10000/9 = 1111,11; f>=0; e

Z = 670000/9 = 74444,44.

Observar se aparece algum valor negativo como coeficiente da linha Z: ndo, e sendo assim, como
aparecerem valores nulos, a solugdo é 6tima.

A proxima figura mostra a implementacdo (direita) e o resultado (esquerda) exposta pelo programa
Lindo (http://www.lindo.com)

File Edt Solve Reports MWindow Help

|Dlz=Ea [ERyREEE] D] =Zam ZEE] (2

&% Reports Window M [m] 3| | 5 c wINDOWS' ESTACION
t Sequndo exemplo do simplex da apostilal ﬂ MAX 11 %1 + 12 X2
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 SUBJECT TO
O0BJECTIVE FUNCTION VALUE ¥x1 + 4 x2 <= 10808088
5 x1 + 2 %2 <= 30000
1) 74444 45 ¥x1>= 4@
®2 >= A
UARTABLE UALUE REDUCED COST
X1 LLLL .GLLA6Y 8.0000888 EHD
X2 1111.111084 0.p00008
ROY SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2} f.08008088 2111111
3) f.0000080 1.777778
4} 5555 555464 8.0000088
5} 1111.1110884 8.0000888
HO. ITERATIOHS= 2
| | W 2l 2l
RESULTADO IMPLEMENTACAO

Exercicio: Fazer pelo método Simplex os exercicios de modelagem e de solucdo grafica.

3 - Problema de Degeneracao

Lembrando-se do que foi tratado anteriormente, quando em uma solucéo basica, pelo menos uma
das variaveis basicas € igual a 0, entende-se que essa solucdo é degenerada. Esta variavel € chamada
de variavel béasica degenerada (VBD).

A saida de uma VBD provoca o aparecimento de outra VBD na proxima solugédo, sem alteracdo do
valor da funcdo objetivo. Esse acontecimento indica que existe, no minimo, uma restri¢cdo
redundante.
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Uma restrigdo € dita redundante quando a sua exclusdo do modelo ndo altera o conjunto de solugdes
viaveis deste. E uma restricdo que ndo participa da determinacéo do conjunto de solugdes viaveis. E
quando existe outro modelo sem essa restricdo com a mesma solugédo 6tima.

O exemplo a seguir apresenta um caso de VBD.

Maximizar ~ Z =3x, +9x,

Sujeito a
X, +4x, <8
X, +2X,<4
X, X, 20
Base | x1 | xo | fi | f2 | b
f1 114|108
fo 1 2101114
Z 319|000
Base | x1 | X2 | fi | 2| b
X2 Yy 1 Ya 01| 2
fo %) 0|]-%|1]|0
Zz [ -34]0 ] 94]0 18]
Base | x1 [ x| f1 fp | b
X2 0 1 %) ool 2
X1 1 0 -1 2 0
Z 0 [o[32]3r2][18

4 — Variaveis Artificiais

Como se sabe para se usar 0 SIMPLEX sera necessario passar o modelo para forma PADRAO e,
como tal, necessita transformar todas as restri¢des “<” em igualdades com a inclusdo de variaveis

de folga.

A obtencdo da solucdo basica inicial é simples quando se tem as restricbes do modelo como
desigualdades “<”, como se notou nos topicos anteriores.

Mas quando existem restrigdes com desigualdades “>”, aparecem variaveis de excesso, com
coeficiente -1, em cada restricdo, ndo permitindo uma solucdo basica compativel.

Verifique o que acontece com o proximo modelo de PL.
Maximizar  Z =6X, —X,
Sujeito a
4%, + X, <21
2%, + 3%, 213
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Observando-se o modelo anterior pode notar que a 2* e 3% restrigdes apresentam desigualdade “>" e
igualdade, respectivamente.

Nos casos de desigualdade “>" precisa se inserir uma variavel de excesso, negativa, na respectiva
restricdo, ndo se permitindo a obtencdo de solucdo basica admissivel, pois a solucéo inicial, no
exemplo anterior, teria como resultado a variavel de excesso da segunda restricdo igual a -13,
violando a restri¢do natural (varidveis > 0).

Para solucionar esse problema pode-se incluir uma variavel artificial ndo negativa em cada restricdo
com desigualdade “>" e, também, nos casos de igualdade. Cabe ressaltar que essa variavel ndo
pertence ao modelo original.

Para se garantir uma solucdo basica admissivel a seguir serdo apresentados dois métodos: duas fases
e Big-M.

5 - Duas Fases

O método esta estruturado em duas fases, que sdo:

Fase I:

Em cada desigualdade “>" subtrai-se a varidvel de excesso e adiciona-se uma varidvel artificial ndo
negativa. Para cada igualdade introduzir uma variavel artificial ndo negativa. A nova funcédo

objetivo artificial é obtida somando os coeficientes das variaveis artificiais nas restricdes onde elas
existirem.

Cria-se um modelo de PL artificial, onde a fungdo objetivo é dada por minimizar (sempre
minimizar....) Q%(x) = X; x{*, ou seja, a soma das variaveis artificiais adicionadas ao modelo, sendo
x{ = 0Vi, onde o menor valor possivel dado por xi* = 0 V i. Dessa forma se garante uma solucéo
bésica inicial.

Resolve-se 0 modelo de PL usando o SIMPLEX, considerando-se os seguintes resultados:

v Se o valor da funcdo objetivo artificial resultar em diferente de 0, entdo o problema de PL
ndo tem solucdo viavel, ciente que pelo menos uma variavel artificial diferente de 0
significa que a restri¢do original ndo foi satisfeita.

v' Se o valor da funcdo objetivo artificial resultar em 0 foi obtida uma solucdo basica do
problema original passando para préxima fase, desprezando-se as varidveis artificiais e
voltando a funcgéo objetivo original.

Fase II:

Usando os resultados da Fase | deve-se buscar a solu¢do bésica inicial. Retiram-se as variaveis
artificiais e abandona-se Q¥(x), trabalhando com a fungéo objetivo original.

Exemplo 1:

Fase 1: Maximizar ~ Z =6X, — X,
Sujeito a
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4%, + X, <21
2%, +3X, 213
X =X, =-1
X, X, 20

Colocando na forma PADRAO pela inclusdo das variaveis de folga e de excesso, além de
transformar todos os termos independentes (bi) em positivos.

Minimizar Z -6x,+X, =0
Sujeito a
4x, +x,+ f, =21
2%, +3x, — f, =13
-X +X,=1
X, Xy, Ty, 1,20

Inserir as variaveis artificiais nas restricdes onde existam “=" ou “>".

Minimizar Z -6x,+X, =0
Sujeito a
4%, + X, + f, =21
2%, +3x,— f,+ f,, =13
X +X+f,=1
X, X, B,y fy, £, 20

Esse modelo de PL é denominado relaxado ou artificial.

x1 |x2 |f1 |f2 |fal |fa2 |b
fl 4 1 1 |0 |0 0 21
fal |2 3 o |-1 |1 0 13
fa2 (-1 |1 0O (0 |0 1 1
Z 6 |1 0O (0 |0 0 0

Variaveis ndo basicas: x1, x2 e f2 iguais a zero;
Variaveis bésicas: f1=21; fal=13;fa2=1
Montando a funcdo objetivo com as variaveis artificiais.

Minimizar Za=f, +f,,
Onde:

f,=13-2x, -3x,+ f,
f,=1+X —X,

Assim Za =14 -x, —4x, + f,

— % —4x,+ f,=-14+7a

Direitos autorais para Marcelo Sucena Pagina 40 de 73



Engenharias
PESQUISA OPERACIONAL |

O novo modelo de PL artificial é:

x1 |x2 |f1 |f2 |fal |fa2 |b
fl 4 1 1 |0 |0 0 21
fal |2 3 o |-1 |1 0 13
fa2 (-1 |1 0O (0 |0 1 1
Za -1 -4 0 1 0 0 -14
Z 6 |1 0O (0 |0 0 0

Deve-se entdo aplicar o Simplex até zerar as variaveis artificiais (fal= fa2 = 0), obtendo assim uma
solucdo factivel para o modelo de PL inicial.

x1 |x2 |f1 |f2 |[fal [fa2 |b
fl 4 1 1 |0 |0 0 21
fal |2 3 0o (-1 |1 0 13
faz |-1 |1 0O |0 |0 1 1
Za |-1 |4 |0 |1 |O 0 -14
Z 6 |1 0O (0 |0 0 0

A coluna “x2” ¢ a coluna pivot, indicando que x2 entrara na base.
Para verificar quem sai da base deve-se avaliar o menor valor entre 21/1, 13/3 e 1/1.
fa2 sairé da base.

A nova tabela SIMPLEX ficara:

x1 |x2 |[f1 |f2 |[fal [fa2 |b
fl 5 0 1 |0 |0 -1 20
fal |5 0 0o (-1 |1 -3 10
x2 |-1 |1 0O |0 |0 1 1
Za |5 |0 0O (1 |0 4 -10
Z 5 |0 0O (0 |0 -1 -1

A coluna “x1” ¢ a coluna pivot, indicando que x1 entraré na base.
Para verificar quem sai da base deve-se avaliar o menor valor entre 20/5 e 10/5.
fal sairé da base.

A nova tabela SIMPLEX ficara:

x1 [ x2 |[f1 |f2 fal |fa2 | b
fl 0 0 1 1 -1 2 10
x1 |1 0 0 |[-1/5 |1/5 |-3/5 |2
x2 |0 1 0 |(-1/5 |1/5 |2/5 |3
Za |0 0 0 |0 1 1 0
Z 0 0 0 (-1 1 1 9

As variaveis artificiais fal e fa2 ndo sdo basicas e, portanto, sdo iguais a zero. Isso indica que existe
solucéo factivel para o modelo de PL inicial. Assim, Za=0, como pode-se comprovar no quadro.
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Fase 2:
x1 [ x2 |f1 |f2 b
f1 0 0 1 1 10
x1 1 0 0 -1/5 |2
X2 0 1 0 -1/5 |3
Z 0 0 0 -1 9

A coluna “f2” ¢ a coluna pivot, indicando que f2 entrard na base.

Para verificar quem sai da base ndo é necessario comparar 0 menor valor, pois 0 Unico possivel a
ser testado é 10/1.

f1 saira da base.

x1 [ x2 |[f1 |f2 b
2 0 0 1 1 10
x1 |1 0 1/5|0 4
x2 |0 1 1/5|0 5
Z 0 0 1 |0 10

A solucdo final é: x1=4; x2=5; f2=10; f1=0.
Como Z =6x, — X, tem que Z=109.

6 — Método das Penalidades (“big-M”)

Uma alternativa ao método das duas fases ¢ o “big-M”. Para se garantir que as varidveis artificiais
se anulem na solugdo final, pois ndo pertencem ao modelo original, utiliza-se a funcdo objetivo
original com a adi¢do de um termo -M (valor muito grande — big-M) que penaliza fortemente as
variaveis artificiais. Assim, enquanto as variaveis artificiais ndo se anularem a funcdo néo atingira o
maximo possivel.

Para usar este método big-M devem-se seguir 0s seguintes passos:

1 - Acrescentam-se as varidveis de excesso e de folga nas restricbes do tipo > ou “<”,
respectivamente, para torna-las equacdes;

2 - No caso de restrigdes “>" ou “=" e bi > 0, adiciona-se, para cada restricdo, uma variavel
artificial, ocorrendo, por isso, a violagcdo das dessas restricdes. Esta violacdo é contornada fazendo-
se com que estas variaveis artificiais sejam iguais a zero na solucdo final. Isto é feito atribuindo-se
uma penalidade (coeficiente) M muito grande para estas variaveis artificiais na funcdo objetivo. A
penalidade sera entdo “-M” para maximizacao, sendo M > 0;

3 — Devem-se substituir as variaveis artificiais da fungéo objetivo pelo seu valor tirado das equacfes
restritivas onde aparecem;

4 — Aplica-se o SIMPLEX.

Obs: Se a variavel artificial for diferente de zero na solugéo final, o problema ndo tem solucéo.
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Exemplo:

Maximizar ~ Z =6X; +8X,
Sujeito a
30x, + 20x, <300
5x, +10x, <110
X, =6
X, >4

X, X, 20
Colocando na forma PADRAO pela inclusio das variaveis de folga.

Maximizar Z =6x,+8x,+0f +0f,+0f,+0f,
Sujeito a ,
30x, +20x, + f, =300 (VARIAVEL DE FOLGA)
5x, +10x, + f, =110 (VARIAVEL DE FOLGA)
x, — f, =6 (VARIAVEL DE EXCESSO)

x, — f, =4 (VARIAVEL DE EXCESSO)
Xpy Xy, fyy £y, f5, f,20

Repare que dessa forma a solucdo inicial béasica sera f1 = 300, f2 = 110, f3 = -6 e f4 = -4, sendo que
f3 e f4 violam a restricdo natural, tornando a solucdo inadmissivel.

9

Inserir as variaveis artificiais nas restrigdes onde existam “=" ou “>” no modelo original.

Maximizar ~ Z =6x,+8x,+0f, +0f, +0f, +0f, - Mf,, —Mf_,
Sujeito a
30x, +20x, + f, =300

5x, +10x, + f, =110

X, — f,+f,=6
X,—f,+f,=4

Xy Xy, i, Fyy fo, £, fuy, £, 20

41 Talr "a2

Esse modelo de PL é denominado relaxado ou artificial.

x1 | x2 | f1 | f2 | f3 | f4 | fal | fa2 b
fl 30 {20 |1 0 0 0 0 0 300
f2 5 10 |0 1 0 0 0 0 110
fal |1 0 0 0 -1 |0 1 0 6
faz | 0 1 0 0 0 -1 10 1 4
Z 6 (-8 |0 0 0 0 M M 0

As variaveis basicas: f1=300; f2=110; fal=6 e fa2=4, ficando a fungéo objetivo como
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Z=6.0+80+0f,+0f,+0f,+0f, —6M —4M =—10M

Para se anular os coeficientes das variaveis artificiais faz-se necessario multiplicar por —M as
equacdes onde aparecem as variaveis artificiais, ou seja, a terceira e quarta restricdes. O resultado
deve ser adicionado a equacéo da funcdo objetivo.

fal -M 0 0O |0 |[M |0 |[-M |0 -6M
fa2 0 -M 0 0 0 M |0 -M | -AM
Soma fal+fa2 -M -M O |0 | MM |[-M |-M |-10M
Z -6 -8 O |0 |0 |0 | M M |0
NovoZ=Z+somafal fa2 |-6-M |-8-M |0 |0 |[M |M |0 0 -10M
Remontando o quadro SIMPLEX, chega-se a:
x1 X2 fl | f2 | f3 | f4 | fal | fa2 b
fl 30 20 1 |0 |0 |0 |O 0 300
2 5 10 0O |1 |0 |0 |O 0 110
fal 1 0 0 |0 |-1 |0 |1 0 6
fa2 0 1 0O |0 |0 |-1 |0 1 4
NovoZ |-6-M |-8-M |0 |0 |M |M |0 0 -10M
Quem entra na base? x2
Quem sai da base? 300/20, 110/10, 4/1, ou seja, fa2 (4/1)
x1 X2 fl | f2 | f3 | f4 | fal | fa2 b
fl 30 0 1 |0 |0 |20 |0 -20 | 220
2 5 0 0O |1 |0 |10 |0 -10 |70
fal 1 0 0O |0 |-1 |0 |1 0 6
X2 0 1 0O |0 |0 |-1 10 1 4
NovoZ |-6-M |0 0O |0 |M |-8 |0 8+M | 32-6M
Quem entra na base? x1
Quem sai da base? 220/30, 70/5, 6/1, ou seja, fal (6/1)
x1 X2 fl | f2 | f3 | f4 | fal | fa2 b
fl 0 0 1 |0 |30 |20 |-30 |-20 |40
2 0 0 0O |1 |5 |10 |-5 -10 | 40
x1 1 0 0O |0 |-1 (0 |1 0 6
X2 0 1 0O |0 |0 [-1 |0 1 4
NovoZ |0 0 0O |0 |-6 [-8 |[6+tM|8+M |68

Quem entra na base? f4
Quem sai da base? 40/20, 40/10 ou seja, f1 (40/20)
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x1 X2 f1 f2 | f3 | f4 fal fa2 b
4 0 0 005 |0 1501 |[-150 |-1,00 |2
2 0 0 -050 |1 |-10 ([0 |10 0 20
x1 1 0 0 0 (-1 0 |1 0 6
X2 0 1 005 |0 1500 |[-150 |0 6
NovoZ |0 0 004 (0 |6 0 |-6#tM | M 84

Obteve-se nessa iteracdo a solucdo Otima, pois os coeficientes das varidveis ndo béasicas sdo nao
negativos, com a seguinte resposta:

x1=6;x2=6;f1=0;f2=20;f3=0;f4=2;fal=fa2=0; K=84
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UNIDADE 4 - TEORIA DA DUALIDADE
1 — Conceitos

A Andlise de Sensibilidade dos Coeficientes das Restricdes pode ser feita por intermédio da
avaliacdo da Dualidade.

Os problemas de Programacéo Linear podem ser de duas formas: o primal e o dual. Como os dois
tipos estdo relacionados, a partir da solucdo 6tima de um dos tipos, pode-se obter a solugdo 6tima
do outro.

O tipo Dual disponibiliza informacgdes sobre questdes econdmicas intrinsecas de um problema de
programacéo linear.

As duas formas estdo exemplificadas no proximo quadro, observando-se que as variaveis y sao

Duais:

PRIMAL

DUAL

sujeito a

a11X) +a19Xy +a13X3 <hy

A9 Xy +a9Xy +a893X3 <b),

Qg Xy +ag0Xy +a33X5 <y
X;20Vj=1 2 e 3

sujeito a
aj Yy +any, +az Yz 2C
app Y +agY, +azYs; 2C;

ai3y1 +ap3Y, +az3Y3 2C3
jj20Vj=1 2¢e 3

Os dois modelos genéricos, a seguir, representam, respectivamente, o tipo Primal e o Dual.

PRIMAL DUAL
n m
'\Q-?JXZ:JZ_;C]X] I\!ILn Wngiyi
> agx; <b; (i =1....m) D25 ¢ (j =1...0)
Xj20V ] y; 20Vi

Os dois modelos numéricos seguintes exemplificam os dois tipos (da Silva, 2006).

PRIMAL

DUAL

1 1
1 1 1
Sujeitoa | | Sujeitoa  __----=----_ -
1 1 1 PEES L, N
== 9y, +3y, 24 X
1 9X_1‘I--I:IX2’SI 8. Y1 ‘~:¥1=__:¥i______—’
[l +y,>1 X
‘\ 3x \\'le\ 12 1' YZ N \y~l___y_2_ _—_——’ 2
\\_// \\_//\\_’/’ S .
X >0 X,>0 $120 1y, 20

A proxima tabela destaca a montagem pela forma matricial. (Andrade, 2000).
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PRIMAL DUAL
X
Max Z=( 2).( 1} Y,
Xo y
Sujeito a Min W =(18 15 20 8)| 2
y.—(1 5 y3
18
y,> 2 1 (xl} 5 Yy,
' 120
Y35 -2\ %) |5 Sujeito a
y,~»\0 1 Y,
X120 X, 20 X]__)l 250 y2 < 1
X,~\5 1 -2 1'y |2
3
Y,
y1 20 y,20

Resumidamente, para construcao de qualquer DUAL, deve-se basear no seguinte resumo de regras:

PRIMAL (MAX) ——— | DUAL (MIN)
Restricdo n é < Yn>0
Restricdo n é = Yn é livre
Restricdo n é > Yn<0

Xm>0 Restricdo m é >
Xm é livre Restricdo m é =
Xm<0 Restricdo m ¢ <
DUAL (MAX) —————— [ PRIMAL (MIN)

2 - Teorema Dual (baseado em dos Santos, 2000)

Avaliando-se 0s modelos genéricos anteriores, supondo-se que X; sejam valores praticaveis
(solugdes viaveis) para o modelo tipo Primal, e yi os valores praticaveis (solucdes viaveis) para o
modelo tipo Dual; multiplicando-se as restricdes do Primal por yi e somando-as; multiplicando-se as

restricbes do Dual por x; e somando-as; obtém-se W > Z.
Exemplo:

Para o Primal:

OX1+x<18.9x1y1+X2y1<18y1

3X1+X2<12 .3 x1Y2+ X2 y2< 12>

3X1Y2+XoY2+9X1yi+X2y1<18y1+ 12y

Para o Dual:
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9y1+3Yy2>24.9y1Xx1+3y2X1>24Xx1

yity2>1.yi Xe+Y2X2>1Xo

9yiXa+3yaXa+yiXa+ Y2 Xo =4 X1+ X2

Observa-se que os lados direitos s&o iguais nas duas inequagdes, desta forma:
18y1+12y2>4x1+X2.. W>Z

Isso caracteriza que o valor da funcdo objetivo de uma solucdo praticavel (viavel) de um dos
modelos € um limite para qualquer outra solucéo praticavel (viavel) do outro modelo.

Qualquer solucéo praticavel, incluindo a 6tima, para o Primal, sera menor ou igual a W; e qualquer
solucdo praticével, inclusive a 6tima, para o Dual serd maior ou igual a Z. Concluindo-se que a

solucdo Otima sera aquela em que Z = W, como por exemplo, Max Z = Min W.

Sendo assim, o Teorema Dual é:

| Quando os modelos Dual e Primal possuem soluc@es praticaveis, tem-se que Z 6timo = W 6timo.

Por consequéncia:

Se um dos modelos tem solu¢do 6tima ilimitada (Z 6timo ou W 6timo = +0), entdo o outro modelo
ndo tem solucdo praticavel.

Observacoes:

A) O problema Dual do Dual é o Primal;
B) E indiferente a qual dos dois modelos se chama Primal. Normalmente, chama-se Primal
aquele que corresponde ao modelo matematico mais préximo do problema de deciséo.

As relagdes entre o Primal e o Dual sdo:
Tomando-se os modelos de programagéo linear PRIMAL e o seu DUAL, e resolvendo-os pelo

SIMPLEX, deve-se observar os resultados na linha da variavel a otimizar, destacando-se os valores
das variaveis de decisdo e de folga. Veja o exemplo adiante.

PRIMAL DUAL
MAX Z = 3x1 + 2X2 MIN K = 100y; + 80y- + 40y3
sujeito a sujeito a
2X1 +%X2<100 2y1+Yy2+y3>3
X1+ X2 <80 y1+y2>2
X1 <40 yi>0parai=1,2e3.
Xi>0parai=1e?2.

Solugédo do SIMPLEX do PRIMAL.:
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Base | Xa [ Xo | 1 | f2 | f3 b
X |0 |1 |1 ]2 [0 |60
f; [0 |0 |-1]1 [1 |20
X: J1 o 1 |1 [o |20
Z 0o [o 1 |1 |o [180

Solucdo do SIMPLEX do DUAL.:

Base | yi | y2 |ys | 1| P2 b
yi |1 0 1 |-1]1 |1
y2 |0 __|. 1 1-1.11 |-2]1

te e === ===17

Entdo, a correspondéncia entre os resultados do SIMPLEX é:

PRIMAL vd X1 |0 DUAL (Solugdo) vf f1 0
PRIMALvd X2 |0 DUAL (Solucéo) vf f2 0
PRIMAL vf 1 1 DUAL (Solucéo) vd y1 1
PRIMAL vf 2 1 DUAL (Solucéo) vd y2 1
PRIMAL vf 3 0 DUAL (Solucéo) vd y3 0
DUAL vd y1 0 PRIMAL (Solugdo) vffL |0

DUAL vd y?2 0 PRIMAL (Solucdo) vff2 |0
DUAL vd y3 20 PRIMAL (Solucdo) vif3 | 20

DUAL vffl 20 PRIMAL (Solugdo) vd x1 | 20
DUAL vf 2 60 PRIMAL (Solucdo) vd x2 | 60
Solucdo Z 180 | Solucdo K 180

Legenda: vd — variavel de decisdo vf — variavel de folga

De acordo com Andrade (2000), o problema Dual, para modelos em que as restricbes sdo
desigualdades do tipo <, ¢ construido a partir do Primal da seguinte forma:

1.
2.

3.
4.

5.

Exemplo 1:

Cada restricdo, em um problema, corresponde a uma variavel no outro;

Os elementos do lado direito das restricdes, em um problema, sdo os coeficientes da
funcéo-objetivo do outro problema;

Se 0 objetivo de um problema é maximizar, o do outro sera minimizar, e vice-versa,
O problema de maximizacdo tem restricoes com sentido <, € o problema de
minimizag¢ao tem restrigdes com sentido oposto (>);

As variaveis de ambos os problemas sdo ndo-negativas.

Construir o modelo Dual a partir do Primal a seguir:
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MAX Z = 4x; + 5x2 + 3x3 (Lucro total)
sujeito a
X1 + 2X2 + 2x3 < 100 (Matéria prima - quilograma)
6X1 + 6X2 + 4%3 < 360 (Espaco - m?)
8x1 + 4x2 + 4x3 <400 (Mao de obra - Hh)
Xi>0parai=1,2¢e3.
Valores Otimos: Z = 280, x1 = 20, X2 = 40, x3 =0
Modelo Dual:
MIN W = 100y1 + 360y> + 400ys
sujeito a
y1+6y2 +8yz3 >4
2y1 + 6y2 +4y3>5
2y1 + 4y, + 4y3>3
yi>0parai=1,2¢e3.
Valores Otimos: W =280,y1=1,y2=1/2,y3=0
Caso Especial:

Quando restrigdes sdo expressas por igualdades, a variavel Dual correspondente ndo tera restricdo
de sinal. A equacédo que representa a restricdo podera ser substituida por duas inequacdes, conforme
0 exemplo a seguir.

Exemplo 2:
Construir o modelo Dual a partir do Primal a seguir:
MIN Z = 3X1- 4X2 + X3 - 2Xa
sujeito a
2X1+ X2+ 2X3+ X4 =10
X3 + 2X4 <10
-X1+X2-X4<5
2X1 +3X2 + X3+ X4>5

2X1+ 32+ X3+ X4 <20

X1, X2, X3>0
Xq4: Irrestrita em sinal
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Para utilizar-se 0 modelo anterior, deve-se adequé-lo as regras da tabela das relagdes entre Primal e
Dual. Inicialmente, observa-se que para um modelo de minimizacdo deve-se transformar as
restricdes para > ou =, ficando com:

MIN Z = 3X1- 4X2 + X3 - 2X4

sujeito a
2X1+ X2+ 2X3+ X4 =10 >> vy,
-X3-2X4>-10 >> Y
X1 - X2 +X4>-5 >>y3
2X1+3x2+ X3+ Xx4>5 >> Y,

-2X1-3X2-X3-X4>-20 >> Y5

X1, X2, X3=>0
X4: Irrestrita em sinal

Sendo assim:

MIN Z = 3X1- 4X2 + X3 - 2Xa

sujeito a
2X1 + X2 + 2X3+ X4 > 10 >>y"
2X1 + X2+ 2X3+ X4 < 10 >>y1>>-2X1- X2 - 2X3 - X4 > - 10>>y7"g
- X3-2X4>-10 >> )
X1-X2+X4>-5 >>y;
2X1 +3X2 + X3+ Xa>5 >> Yy

-2X1-3X2-X3-X4>-20 >>ys

X1, X2, X3>0
X4: lrrestrita em sinal

Considera-se assim que y1 = (y’1 - y’’1) e sendo y: irrestrita em sinal, e observando-se a formacéo
do modelo anterior em destaque, chega-se ao seguinte modelo Dual:
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MAX W = 10y; - 10y2 - 5ys + 5y4 - 20ys
sujeito a

2y1+Yys+2ys-2ys<3 >> X1
Y1-Yy3+3ys-3ys <-4 >> Xo
2y1-Y2+Yya-ys<1 >> X3
Yi-2Yo+ys+ys-ys=-2 >>Xs

Y2, Y3, ¥4 Y5 =0
y1: Irrestrita em sinal

3 - Interpretacdo Econdmica das Variaveis Duais
(baseado em Andrade, 2000)

Qual o significado do valor 6timo de uma variavel do modelo dual? E o limite que devo pagar por
uma unidade adicional do recurso associado a variavel.

Observando-se 0 exemplo 1 deste topico, verifica-se que:

a) 1kg a mais de matéria prima (primeira restricao) acrescenta $1,00 (y1 — variavel Dual associada a
primeira restri¢cdo) a mais em Z;

b) 1m? a mais de area (segunda restricdo) para estocagem acrescenta $0,50 (y - variavel Dual
associada a segunda restri¢cdao) a mais em Z;

c) Em relacdo a méo de obra (terceira restricdo) o valor de ys associado € zero, ou seja, como existe
folga nesta restricdo ndo se esta utilizando toda a mao de obra disponivel e, devido a isso, ndo se
tem nenhum ganho em adquirir mais méo de obra, mesmo sem custo, pois apenas sobraria mais
recurso.

Obs: Por terem este significado, os valores étimos das variaveis do modelo dual sdo chamados de
valores implicitos ou precos sombra (shadow prices).

Observando-se a finalizagdo do Exemplo 1, da pagina 32, pelo resultado da tela do software Lindo,
nota-se que a coluna Dual Prices representa os valores de y1 e y» obtidos com a solug¢éo do Dual.

Base X1 X2 f1 fo b
i 0 2 1 -1 4
X1 1 12 L S 12 4
Z L0 11 0 2 16

A proxima figura mostra a implementagdo (direita) e o resultado (esquerda) exposta pelo programa
Lindo (http://www.lindo.com)
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@8/ LINDO
File Edit Solve Reports  ‘Window Help

DzEHe leerKe=g] Bl XA 2E2 (2

B ] B3, 2% o wWINDOWS  ESTACIO LT
MAX 4 =1 + x2

2= Reports window
I! Primeiro exemplo do simplex da apostila

I LP OPTIMUM FOUND AT STEP 1 SUBJECT TO

OBJECTIUE FUHCTIOHN UALUE 2 %1 + 3 %2 {= 12

2 %1 + %2 <= 8

|

|

|

| [

| 1) 16 . 868008 x1>=8 |

————————— 1 ®¥2 »= B

I varIaBLE UALUE :REDUEED COST | |

| X1 4.8000800 | 8.0p000A | END 1

I 12 0.0800808 | 1.080800080 : I

| P———————— - [

| ROW  SLACK OR SURPLUS | DUAL PRICES | I
I 23 4_008000 : 0.0680000

33 0.000000 | 2.800080 |

| 4) 4.000000 ~ T @.nogean |

I 53 0.000000 0.600000 I

| No. 1TERATIONS= 1 1

| I

12 | 1] I

O N E T T T T

RESULTADO IMPLEMENTACAO

Direitos autorais para Marcelo Sucena Pagina 53 de 73



Engenharias
PESQUISA OPERACIONAL |

UNIDADE 5 - ANALISE DE SENSIBILIDADE

A otimizacdo é feita baseando-se nos coeficientes da fungéo objetivo (cn), nas constantes (bm) e nos
coeficientes das restrigdes (amn). Esses valores sdo obtidos por intermédio da analise humana e, por
isso, sdo passiveis de erros, provocando incertezas ou desvios da realidade. Sendo assim necessita-
se avaliar o grau de dependéncia desses em relacdo a solucdo otimizada. Esse procedimento é
denominado Anélise de Sensibilidade.

Avalia-se a estabilidade da solucéo otimizada baseando-se nos parametros amn, bm € ¢ conforme a
forma matricial exposta a seguir.

[ay ]2 a1 n b1 c] T
ap1 22 ag n b o T
A= ' b= c= X =
| Om, 1 Um,2 m,n _E:'rn_ [ Cre B

1 - Andlise de Sensibilidade dos Coeficientes da Funcéo Objetivo (quantidade de produtos)

Por intermédio da Andlise de Sensibilidade pode-se determinar qual o intervalo de variacdo dos
coeficientes da funcdo objetivo, sem que a solucdo otimizada seja alterada.

Exemplo — Adaptado de Nogueira (2007)

Funcéo objetivo:
MAX Z=X1+15X;

Sujeito a:
2 X1 +2X2<160
X1+2X2<120
4 X1+ 2 X2<280
X1, X2>0

A tabela Simplex inicial é:

X1 X2 Fi1 ) Fs b
F1 2 2 1 0 0 160
F2 1 2 0 1 0 120
Fs 4 2 0 0 1 280
Z -1 -1,5 0 0 0 0

A tabela Simplex final é:

X1 X2 F1 F2 F3 b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

A solucdo otimizada é X1= 40, X»= 40, f1=0, f.=0, f3=40 e Z = 100
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A) Qual o intervalo 6timo para co (coeficiente de X2)?

Inicialmente c>= 1,5, fazendo-se c.” = 1,5 + p2, a nova funcéo objetivo fica:
MAX Z = X1+ (1,5 + p2) X2

Tomando-se a tabela final do Simplex, observam-se a segunda e ultima linhas.

X1 X2 F1 F2 Fs3 b
X1 1 0 1 -1 0 40
X 0 1 -1/2 1 0 40
F3 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Os valores obtidos séo: 1/4 —1/2p2>0¢ 1/2+ 1 p2>0.
U4—-12p2>0.. —12p2>-1/4 .. p2<1/4x2 .. p2<1/2
12+1p2>0..p2>-1/2

-12<p2<1/2

O coeficiente de Xz pode entéo variardec, =15+ 1/2=2ac2 =1,5-1/2 =1, ou seja, o intervalo
otimoé1<c2’<2.

B) Qual o intervalo 6timo para c: (coeficiente de X1)?

Inicialmente c1 = 1 fazendo-se c1” = 1 + ps, a nova funcéo objetivo fica:
MAX Z = (1 +p1) X1+ 1,5 X>

Tomando a tabela final do Simplex, observam-se a primeira e ultimas linhas.

X1 X2 Fi1 ) Fs b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
F3 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Os valores obtidos séo: 1/4+1p1>0¢ 1/2-1p1>0.
V4+1p1>0.p1>-1/4
12-1p1>20..-p1>-1/2..p1<1/2

-1/4<p1<1/2

O coeficiente de X; pode entdo variardec: =1+ 1/2=3/2aci =1- 1/4 = 3/4, ou seja, 0 intervalo
0timoe3/4<c1’<3/20u0,75<c1’<1,5.
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2 - Anélise de Sensibilidade dos Termos Independentes (quantidade de recursos)

Por intermédio da Andlise de Sensibilidade pode-se determinar qual o intervalo de variacdo dos
Termos Independentes das Restricdes, sem que a solucéo otimizada seja alterada.

A) Qual o intervalo 6timo para b» (lado direito da sequnda inequacio)?

Relembrando:

Funcéo objetivo:
MAX Z=X1+15X>

Sujeito a:
2X1+2X2<160
X1+2X2<120

4 X1 +2X2<280
X1, X220
X1 X2 Fi1 F> Fs b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
F3 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Tomando-se X1 +2 X2<120 + p2

Podem-se analisar as seguintes inequacdes geradas a partir da tabela final Simplex:
40-1p2>0,40+ 1 p2>0e40+2 p2>0. Resolvendo-as chega-se a:
40-1p2>0..—p2>-40..p2<40

40+1p2>0..p2>-40

40+2p2>0..2p2>-40..p2>-20

Portanto, o intervalo étimo é - 20 < p., <40

P
<«

Vv

b o
-40 -20 40
B) Qual o intervalo 6timo para b: (lado direito da primeira inequacéo)?

Relembrando:

Funcéo objetivo:
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MAX Z =X1+15X>
Sujeito a:

2X1+2X2<5160

X1+2X2<120

4 X1+2X2<280

X1, X2>0
X1 X2 F1 F2 Fs3 b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100
Tomando-se 2 X1 +2 X2<160 + p1
Podem-se analisar as seguintes inequacgdes geradas a partir da tabela final Simplex:
40+ 1p1>0,40—-1/2 p1>0e 40 - 3 p1 > 0. Resolvendo-as chega-se a:
40+1p1>0..p1>-40
40-1/2p1>0..—1/2p1>-40..1/2p1<40 ..p1 <80
40-3p1>0..-3p1>-40..p1<13,33
Portanto, o intervalo 6timo é - 40 <p1 < 13,33
: 7, %
-40 13,33 80
C) Qual o intervalo 6timo para bz (lado direito da terceira inequacéo)?
Relembrando:
Funcéo objetivo:
MAX Z=X1+15X;
Sujeito a:
2 X1 +2X2<160
X1+2X2<120
4 X1+ 2 X2<280
X1, X2=>0
X1 X2 F1 ) Fs b
X1 1 0 1 -1 0 40
X2 0 1 -1/2 1 0 40
Fs 0 0 -3 2 1 40
Z 0 0 1/4 1/2 0 100

Tomando-se 4 X1 + 2 X2 <280 + p3
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Pode-se analisar a seguinte inequacgéo gerada a partir da tabela final Simplex:
40 + 1 p3 > 0. Resolvendo-a chega-se a:
40+1p3>0.p3>-40

Obs.: as outras inequagdes apresentam zero multiplicado pela variavel ps e devido a isso, variagdo
ao infinito (o).

Portanto, o intervalo 6timo € - 40 < p3 < .

v

-40

3 - Analise de Sensibilidade nos Coeficientes das Restri¢des (coeficientes dos recursos) e com
as inserc¢des de novas variaveis e/ou restricoes

Segundo Andrade (2000), para essas situacOes, considerando-se que esses valores podem afetar
diretamente a solucdo, isto é, fazer com que ela deixe de ser 6tima, ou até mesmo viavel, efetua-se a
analise do modelo de programacao linear com os novos valores das variaveis.

4 - Interpretacdo Econdmica dos Coeficientes do Simplex

1) Tomando-se o quadro Simplex do exemplo 1, observa-se que a solucdo 6tima é:

a. Variaveis Bésicas (na Base): x1=4; fi=4; e Z = 16.
b. Variaveis ndo-Basicas (Fora da Base): x> = 0; f2=0.

Base X1 X2 B f2 b
fi 0 2 g -1 4
X1 11 1/2 0 1/2 4
Z 0 1 0 2 16

Observando-se o item b, ou seja, as variaveis fora da base, pode-se fazer a seguinte analise de
sensibilidade:

Para x»:

Como x2 = 0, considera-se que uma unidade serd disponibilizada, isto &, x> = 1, e devido a isso,
quer-se avaliar quais as variagdes que as variaveis basicas terao.

O quadro final do Simplex da essa resposta.
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Base X1 X2 B f2 b
i 0 2 L1F -1 4
X1 11 1/2 0 1/2 4
Z 0 1 0 2 16

a) Para o aumento de uma unidade de x> existem as seguintes variagOes para f1, X1 e Z:

Afi=-2;Ax1=-112;e AZ=-1
Para f2:

Como f2 = 0, considera-se que uma unidade sera disponibilizada, isto é, f>=1, e devido a isso, quer-
se avaliar quais as varia¢Ges que as varidveis basicas terdo.

O quadro final do Simplex d& essa resposta.

Base X1 X2 B f2 b
fy 0 2 L1F -1 4
X1 11 1/2 0 1/2 4
Z 0 1 0 2 16

a) Para o aumento de uma unidade de f, existem as seguintes variagdes para f1, X1 e Z:

Afi=+1;Ax1=-1/2;e AZ=-2
A solucdo 6tima indica que:

Para se obter um valor 6timo (maximo) 16, necessita-se produzir 4 unidades do produto Xi,
observando-se que havera sobra de 4 unidades do recurso expresso pela restri¢do 1, ou seja, fi = 4.

Esse valor maximo é obtido sem a necessidade de produzir o produto X2 (x2 = 0) e utilizando-se todo
0 recurso expresso pela restricdo 2, ou seja, ndo havera sobra (f2 = 0).

Cabe entdo analisar qual a influéncia das variaveis fora da base (x2 e f), pois elas resultam em
valores zero para obter-se 0 maximo de produtividade (Z=16). Os valores estdo disponiveis no
quadro Simplex, com o sinal trocado, ou seja, para xo, -2, -1/2 e -1 e para f2,+1, -1/2 e -2,

Impondo-se 1 unidade a mais no produto x» (isto €, reducdo na disponibilidade), reduz-se a
producdo do produto x1 em -0,5, restando 3,5 unidades, reduz-se a folga do recurso (diminui-se a
disponibilidade) f1 em 2 unidades, sobrando 2 unidades e diminui-se o valor 6timo em 1 unidade,
sobrando 15 unidades.

Impondo-se 1 unidade a mais no recurso f» (isto é, reducdo na disponibilidade), reduz-se a producéo
do produto x1 em -0,5, restando 3,5 unidades, aumenta-se a folga do recurso (aumenta-se a
disponibilidade) f1 em 1 unidade, resultando em 5 unidades e diminui-se o valor 6timo em 2
unidades, sobrando 14 unidades.

O recurso 1 ndo apresenta qualquer variacdo, pois continua com folga na sua disponibilidade.

A Ultima linha do quadro Simplex, onde os valores devem ter o sinal trocado, representa 0 preco
sombra, pois denota qual sera a influéncia das varidveis fora da base na fungéo objetivo, ou seja,
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para Xz, -1 e para fz, -2. O preco sombra sera detalhado, mais adiante, no topico que trata do modelo
Dual.

Outra analise de sensibilidade também pode ser feita: decrementa-se 1 unidade nas variaveis fora da
base, isto €, cresce 1 unidade na disponibilidade. O quadro final do Simplex apresenta esses
resultados, como na situacéo anterior, s6 que sem a alteracé@o de sinal. Devido a isso, o resultado da
analise é contrario ao anterior.
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UNIDADE 6 - PROBLEMA CLASSICO DE TRANSPORTE

1 - Modelagem

O Problema de Transporte constitui uma das principais aplicacdes da PL para auxiliar o
planejamento e a operagéo de transportes. O Problema pode ser formulado inicialmente da seguinte
forma:

Considerando-se o transporte de produtos de m origens, onde estdo estocados, para n destinos, onde
sdo necessarios. Conhecendo-se os custos unitarios de transporte de cada origem para cada destino
(Cij — custo unitério de transporte da origem i para o destino j), deve-se decidir quanto transportar de
cada origem para cada destino (Xij — quantidade a ser transportada da origem i para o destino j), de
modo gastar o0 menos possivel, ou seja, minimizar o custo total de transporte. Cada uma das origens
é dotada de a; unidades disponiveis e, cada um dos destinos requer b;j unidades, todos inteiros e
positivos. Considerar-se-a inicialmente que a oferta total é igual a demanda total, isto é:

2.a=2b,
1 1
O modelo matemaético para este problema pode ser expresso da seguinte forma:
m n
Minimizar:  z=)»'C;X;

i=1 j=1
n

S X,

j =&
=
ZXU :bJ (J =1,...,n)
1

Sujeito a:

Com: todos os Xij ndo negativos e inteiros
Este modelo matematico pode ser representado em forma de tabular conforme exposto na tabela
1.1.

Tabela 1.1 - Representacdo do Problema de Transporte

DESTINOS
1 2 3 n Oferta
o 1 Cu | Ci | Cis | .. | Cin a1
R Xu X12 X13 Xi1n
| 2 Ca | Ca | Cas | .. | Con az
G Xa1 X22 X23 Xon
N m Cm1 ‘ Cm2 ‘ Cms ‘ o | Crmn dm
S Xml Xm2 Xm3 an
Demanda b1 b2 b3 bn

Exemplo: Uma empresa tem fabricas em trés locais diferentes, que abastecem quatro armazéns
distantes uns dos outros. As capacidades das fabricas em certo periodo de tempo sdo 70,90 e 115 e
as necessidades dos armazéns, no mesmo periodo de tempo, sdo 50, 60, 70 e 95. Os custos unitarios
para cada encaminhamento fabrica-armazém estdo expostos na tabela a seguir.
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Tabela 1.2 - Tabela dos custos unitarios de transporte das origens para os destinos

Destinos
A B C D
1] 17 20 13 12
s |2] 15 21 26 25
S 3] 15 14 15 17

Figura 1.1 - Representacdo grafica do problema

Disponibilidades

q . Disponibilidades
as origens

dos destinos

70

90
60
115
70
Total = 275

Total = 275

Tomando-se como um problema de programacéo linear, a estrutura do problema anterior ficaria da
seguinte forma:

Minimizar custo = 17X1a + 20X18 + 13Xi1c + 12X1p + 15X2a + 21X2s + 26X2c + 25X2p+ 15X3a +
14Xz + 15Xsc + 17X3p
Sujeito a
(Ofertas - Origem)
Xia+ Xig + Xic + Xip =70
Xoa + Xog + Xoc + Xop =90
Xaa + Xag + Xac + Xap = 115
(Demandas - Destinos)
Xia + Xoa + X3a =50
X1e + X2 + X3 = 60
Xic+ Xoc + Xzc =70
Xip + Xop + X3p = 95
Xij>0(i=123;]=A,B,C,D)
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A solucéo dos Problemas de Transporte, sem usar 0s conceitos de PL, passa por quatro etapas:

1. Determinagdo de uma solug&o inicial bésica;

2. Teste de solucédo quanto a condicdo de 6timo;

3. Melhoria da solugdo quando néo é étima;

4. Repeticdo das etapas 2 e 3 até se obter a solucéo 6tima.

2 - Métodos para determinacao da Solucéo Inicial
2.1 - Método do Canto Noroeste

Comecando-se pela célula superior esquerda (canto noroeste), aloca-se a Xi1 tantas unidades
quantas sejam possiveis, sem violar as restri¢cfes. Isto correspondera ao menor dos dois valores a; e
bi. Ap0s, continua-se o algoritmo deslocando-se para a célula imediatamente a direita se ainda
restar alguma oferta ou, caso contrario, para a célula imediatamente abaixo. A cada etapa aloca-se a
célula em consideracdo, tantas unidades quantas sejam possiveis sem violar as restricdes: a soma
das alocagdes da linha i ndo pode exceder o valor de ai, a soma da coluna j ndo pode exceder o valor
de bj e nenhuma alocacdo pode ser negativa.

Exemplo 2: Utilizando-se os dados do exemplol, determinar uma solucdo inicial utilizando o
método do Canto Noroeste.

A B C D Oferta

1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
50 20
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
40 50
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
20 95
Demanda 50 60 70 95

2.2 - Método de Vogel ou Método das Penalidades

O método funciona da seguinte forma:
1. Calcula-se a penalidade para cada uma das linhas e colunas. Escolhe-se a linha ou coluna
que apresenta a maior penalidade. Caso haja mais de uma, escolhe-se qualquer uma delas;
2. Aloca-se 0 maximo possivel de quantidade para a célula de menor custo da linha ou coluna
escolhida no passo anterior. Isso tornara a disponibilidade da linha ou coluna a qual tal
célula pertence, igual a zero. Eliminar esta linha ou coluna do restante do processo e
3. Repetir os passos 1 e 2 até que todos os transportes tenham sido realizados

Considera-se "penalidade de uma linha ou coluna” a diferenca positiva entre os dois custos de
menor valor na linha ou coluna.

Exemplo 3: Utilizando-se os dados do exemplol, determinar uma solucdo inicial utilizando o
método de Vogel.

Conforme descreve o primeiro passo, deve-se calcular as penalidades e identificar as
maiores.
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A B C D Oferta | Penalidade
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 1
(13-12)
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 6
(21-15)
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115 1
(15-14)
Demanda 50 60 70 95
Penalidade 0 6 2 5
(15-15) | (20-14) | (15-13) | (17-12)

As maiores penalidades estdo na linha 2 e na coluna B, pois essas obtiveram penalidades iguais a
seis. Deve-se entdo escolher entre a linha ou a coluna, pois as pontuacGes sdo iguais. Optou-se pela
linha 2. Nesta linha, a célula de menor custo € a que corresponde a coluna A (quinze). Aloca-se,
portanto, 50 para tal célula e elimina-se a coluna A dos passos seguintes. Devem-se entdo recalcular
as penalidades.

D Oferta | Penalidade
1 12 | 70 1
(13-12)
2 25 | 90 4
(25-21)
3 17 | 115 1
(15-14)
Demanda 95
Penalidade 5
(17-12)

A coluna B apresenta a maior penalidade (seis). Nesta coluna, a célula de menor custo € a que
corresponde a linha 3 (custo igual a 14). Aloca-se, portanto, 60 para tal célula e elimina-se a coluna
B dos passos seguintes.

D Oferta | Penalidade
1 12 | 70 1
(13-12)
2 25 | 90 1
(26-25)
3 17 | 115 2
(17-15)
Demanda 95
Penalidade 5
(17-12)

As tabelas a seguir representam 0s passos seguintes até que todos os transportes estejam finalizados.
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Oferta
70

Penalidade
1
(13-12)

1
(26-25)

115

2
(17-15)

Demanda

Penalidade

Oferta

L~ |

70
26 2 90
(26-25)

A
50

Demanda

D
13 12 1
20 (13-12)
5 1

Penalidade

(25)

25

20
21
14 15 17 115 2
60 55 (17-15)
50 60 95
0 6
(15-15) || (20-14)

Penalidade

Oferta

D
13 12 1
20 (13-12)
5 1

70
90

Penalidade
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Penalidade

1
(13-12)

1
(26-25)

Demanda
Penalidade

A solucdo final estd expressa na tabela a seguir:

Tabela 2.3 - Solugéo Inicial

A B C D Oferta
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
60 55
Demanda 50 60 70 95

3. Evoluco para a Solugdo Otima a partir do DUAL

Como se observou anteriormente, uma Solucéo Inicial é possivel ser obtida, mas nédo se garante que
ela seja a Solugdo Otima, necessitando-se verificar quanto a condicao de 6timo.

Baseado na solucdo DUAL, Dantzig desenvolveu um método para este teste. Os resultados da
dualidade servem para calcular os custos reduzidos do problema primal, que sdo analisados para
determinar se a solucdo é 6tima ou nao.

Necessita-se entdo verificar se a Solucdo Inicial pode ser melhorada. Por intermédio da tabela 2.3
que representa a solucdo inicial, devem-se identificar as varidveis basicas e ndo-basicas. As
primeiras sdo identificadas pelas células que tém valores alocados e as segundas, o0 inverso.

Observa-se na tabela 2.3 que as variaveis basicas sdo: 1D, 2A, 2C, 2D, 3B e 3C. As variaveis ndo-
bésicas sdo: 1A, 1B, 1C, 2B, 3A e 3D. A seguir serdo descritos os passos para avaliacdo da
existéncia de uma solucdo melhorada.

1° passo: devem-se calcular as variaveis DUAIS gue sdo 0s pesos para todas as linhas e as colunas,
considerando que a soma entre 0s pesos de cada linha e de cada coluna € igual ao custo alocado na
respectiva célula (linha x coluna). Inicialmente atribui-se zero a uma linha ou coluna (geralmente a
primeira linha) que contenha uma variavel basica. O exemplo a seguir demonstra a alocagdo deste
peso na linha 1 coluna D (célula com custo 12).
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A B C D Oferta Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
60 55
Demanda 50 60 70 95
Pesos 12

Os proximos pesos terdo a mesma sequéncia de calculo, conforme expresso na proxima tabela.

A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 13
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
60 55
Demanda 50 60 70 95
Pesos 12

Seguindo esta forma de célculo chega-se a seguinte tabela de pesos:

A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 13
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115 2
60 55
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 12 13 12

2° passo: utilizando-se os valores dos pesos, calcula-se para cada variavel ndo basica a quantidade
expressa pela seguinte formula:

Custo (linha x coluna) - peso da linha - peso da coluna

Calculando-se para a primeira variavel ndo basica (1A), temos o seguinte resultado:
Custoa - Pesos - Pesoa =17-0-2=15

Para as demais linhas x colunas os resultados sdo:

A B C D
1 17-0-2=15 20-0-12=8 | 13-0-13=0
2 21-13-12=-4
3 15-2-2=11 17-2-12=3
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Se todas as quantidades calculadas forem ndo negativas, a solugdo presente é a étima. Caso alguns
dos valores forem negativos, deve-se utilizar como referéncia para o proximo passo o valor mais
negativo. A célula que abriga este valor devera ser transformada em uma variavel basica no lugar de
uma das variaveis bésicas da Gltima solucéo.

Neste caso a célula 2B obteve -4 como resultado, demonstrando a necessidade da continuidade do
processo para identificagdo da solucdo 6tima.

3° passo: para saber quais das varidveis basicas devem ser substituidas pela variavel ndo bésica 2B,
deve-se montar um circuito de compensacao entre as variaveis basicas, a partir da variavel que
devera entrar e seguindo alternadamente na dire¢éo da linha e na dire¢do da coluna, subtraindo-se e
somando-se o valor de entrada (em principio um valor X), até o retorno a variavel de entrada. Com
este procedimento as restri¢des de linha e coluna ficam satisfeitas.

A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 12 70 0
70
2 15 | 21 | 26 25 90 13
50 | X 41—  al15-X 25
3 15 | 14 |y 15 |l 17 115 2
60-X T 55+X
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 12 13 12

4° passo: escolher para a varidvel que estd sendo transformada em basica (que contém X) o maior
valor possivel, sem tornar nenhuma variavel basica negativa. Esse valor corresponde ao menor
valor entre as células do circuito onde o valor de entrada (X) estiver sendo subtraido. Esta nova
alocacao forma uma nova configuracéo que pode ser a solucdo 6tima.

A B C D Oferta
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
45 70
Demanda 50 60 70 95

5° passo: voltar ao passo 1 até que a solucgdo seja 6tima.
Exercicio: complete o exemplo anterior seguindo os passos 1 a 5 até obter a solu¢do 6tima.

Recalculo dos pesos
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A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70 0
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90 13
50 15 25
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115 6
45 70
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 8 9 12

Identificacdo da negatividade da variavel ndo béasica

A B C D
1 17-0-2=15 20-0-8=12 13-0-9=4
2 26-13-9=4
3 15-6-2=7 17-6-12=-1
Montagem do circuito
A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 12 70 0
70
2 15 | 21 | 26 ] 25 90 13
50 | 15+X 425-X
3 15 | 14 ¥ 15 17 |l 115 6
45-X 10 » X
Demanda 50 60 70 95
Pesos 2 8 9 12
Recalculo dos pesos
A B C D Oferta | Pesos
1 17 | 20 | 13 12 70 0
70
2 15 | 21 | 26 25 90 12
50 40
3 15 | 14 | 15 17 115 5
20 70 25
Demanda 50 60 70 95
Pesos 3 9 10 12
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Identificagdo da negatividade da variavel ndo basica

A B C D
1 17-0-3=14 20-0-9=11 | 13-0-10=3
2 26-12-10=4 | 25-12-12=1
3 15-5-3=7

Verifica-se que ndo existem mais resultados negativos expressos na tabela anterior,
concluindo-se que a solucdo 6tima é:

A B C D Oferta
1 17 | 20 | 13 | 12 | 70
70
2 15 | 21 | 26 | 25 | 90
50 40
3 15 | 14 | 15 | 17 | 115
20 70 25
Demanda 50 60 70 95
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UNIDADE 7 - PROGRAMACAO MATEMATICA

7.1 Caracteristicas — Material Externo

7.2 Modelos de Otimizagédo de Programacéo Linear Inteira — Material Externo
7.3 Branch and Bound — Material Externo

7.4 Programacéo Dinamica — Material Externo

7.5 Andlise por Envoltéria de Dados - DEA — Material Externo
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